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内 容 简 侈 

近 吓 多 年 来 迅速 发 展 起 来 的 对 称 性 分 盆 理 论 方法 因 其 深刻 的 数学 基 
础 ， 以 及 在 固体 力学 、 流 体力 学 、 物 理学 、 化 学 、 生 物 学 及 一 些 工 程 领域 
中 的 重要 应 用 ,已 受到 许多 数学 及 应 用 科学 工作 者 的 日 益 关 注 , 特别 地 , 近 
年 来 关于 对 条 混沌 吸引 子 的 一 些 结果 已 成 为 等 变动 力 系统 理论 中 一 个 值得 
注意 的 方向 . 本 书 系统 地 一 术 与 对 称 性 有 关 的 分 盆 和 混沌 豚 引子 的 理论 、. 方 
法 及 其 应 用 。 本 书 论证 严 赣 深入 线 出 ， 能 使 读者 在 较 短 的 时 间 内 掌握 对 
称 性 分 分 与 混沌 吸引 子 的 理论 基础 、 并 较 快 地 深入 到 与 此 相关 的 各 种 问题 
的 研究 中 去 ， 每 章 末 附 有 习题 ， 以 便于 读者 深入 王 解 本 书 内 容 ， 

读者 对 铺 为 理工 科大 学 数学 系 、 应 用 数学 系 和 其 他 相关 专业 的 大 学 生 ， 
研究 生 、 教 师 及 有 关 的 科学 工作 者 . 
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对 称 性 是 指 在 某 个 群 的 作用 下 不 变 的 性 质 ， 具 有 对 称 性 的 分 
合同 题 在 参数 通过 分 分 值 时 ， 其 解 的 个 数 ， 称 定性 及 对 称 性 都 可 
能 发 生变 化 . 由 于 这 种 变化 所 揭示 的 现象 带 有 普遍 性， 对 称 竹 分 


” 沼 理 论 在 固体 力学 、 流 体力 学 、 物 理学 、 化 学 、 生 物 学 及 一 些 工 


程 领 域 中 都 有 着 重要 应 用 ， 并 已 成 为 许多 数学 及 应 用 科学 工作 者 
关注 的 课题 . 

对 称 性 分 合理 论 用 到 的 数学 工具 路 微分 方程 、 浴 函 分 析 等 分 
贫 理 论 通常 采用 的 方法 外 ， 还 以 奇 点 理论 和 群 论 方法 作为 其 理论 
基础 奇 点 理论 最 初 在 1970 年 前 后 由 R，Thom 以 突变 理论 的 形 
式 提出 ,并 由 Matherca13 给 出 了 严格 的 数学 论证 ,Y. I Arnold 
还 在 问 量 场 的 局 部 分 贫 应 用 方面 作 了 发 展 ， 自 本 世纪 70 年 代 末 
以 来 , M，Golubitsky 等 和 人 ">!" 将 奇 点 理论 同 群 论 方法 结合 起 来 ， 
系统 地 用 于 分 侈 问题 的 研究 ， 以 后 义 将 群 论 工 具 用 于 离散 系统 吸 
引子 的 对 称 结 构 人 研究， 他 们 的 工作 大 大 丰 宣 和 发 展 了 这 方面 的 理 
论 ， 并 在 一 系列 应 用 问题 方面 取得 了 举世 瞩目 的 成 效 . 

奇 点 概念 描述 了 系统 连续 变化 过 程 中 出 现 的 间断 结构 ， 引 进 
群 的 对 称 性 之 后 ， 进 一 步 丰 富 了 它 的 研究 对 象 . 运用 奇 点 理论 和 
群 论 方法 来 研究 分 贫 理 论 大 致 能 比较 满意 地 处 理 以 下 几 方 面 的 问 
题 ; 

(1) 将 映射 的 分 例 问 题 化 为 比较 简单 的 正规 形 【识别 问题 )， 
并 通过 分 岔 问题 级 数 展 式 的 前 有 限 项 来 确定 其 多 重 解 的 性 态 (有 
限 确 定性 ). 

(2) 研究 分 作 问 题 在 一 般 扰动 下 的 解 的 结构 ( 普 适 开 折 ) 及 其 
不 变性 质 〈 持 续 性 )， 并 对 所 涉及 的 分 鱼 问 题 按 余 维 数 进行 分 类 
(分 类 问题 )， 

(3) 通过 运用 群 表示 论 和 不 变量 理论 工具 将 分 命理 论 的 研究 


su 1 * 


范围 拓 广 到 具有 对 称 形式 的 解 的 结构 变化 并 使 计算 过 程 科 化. 

(4) 对 于 Hopf 分 舍 及 与 周期 解 、 拟 周期 解 有 关 的 分 伟 问 题 作 
出 统一 的 处 理 ， 并 给 出 可 行 的 计算 公式 . 

《5) 运用 群 论 方法 对 于 分 人 问 题 的 对 称 破 扇 和 增加 过 程 ， 及 
分 贫 解 的 稳定 性 质 作 出 较为 在 效 的 处 理 . 

(6) 群 论 工具 还 可 用 来 研究 等 变 离 散 系统 的 吸引 子 ， 特 别 是 
混沌 吸引 子 的 对 称 性 结构 ， 增 减 和 转 迁 过 程 , 

在 分 蕉 理论 的 译 点 和 群 论 方法 方面 , M. Golubitsky 等 人 分 两 
卷 编著 的 “Singularities and Groups in Bifurcation Theory”([GSc5， 
GSS]) 无 疑 是 很 好 的 著作 ， 它 系统 地 论述 了 该 理论 的 方法 ， 并 给 
出 不 少 很 有 价值 的 应 用 范例 . 但 因 其 篇 幅 较 大 (的 百 万 字 )， 而 对 
所 用 到 的 群 论 租 奇 点 理论 基础 方面 的 论述 又 过 于 简略 ， 难 以 为 广 
大 读者 在 短期 内 理解 和 掌握 ， 另 一 方面 ，Golubitsky 等 人 自 1988 
年 以 来 对 于 对 称 性 混沌 吸引 子 的 引 人 注 目的 工作 也 未 包括 在 这 两 
卷 书 中 ， 为 了 使 我 国 从 事 分 岔 理论 应用 方面 的 科研 工作 者 能 在 不 
太 长 的 时 间 内 了 解 并 掌握 奇 点 和 群 论 方法 这 一 有 用 的 工具 ， 同 时 
为 使 从 事 数 学 理论 和 应 用 研究 的 工作 者 能 较 快 地 深入 这 个 方面 并 
找到 研究 的 途径 ， 作 者 编写 了 这 本 书 . 本 书 除 汇集 了 M. 
Golubitsky 等 人 上 述 两 卷 书 的 基本 内 容 外 ， 还 介绍 了 近 几 年 来 国 
内 外 这 方面 的 一 些 重要 研究 成 果 ， 特 别 是 介绍 了 在 对 称 的 混沌 吸 
引子 方面 的 一 些 重要 结果 . 作者 希望 本 书 在 面向 科技 工作 者 的 同 
时 ， 还 能 成 为 适合 于 研究 生 和 大 学 高 年 级 学 生 阅 读 的 教材 . 

全 书 共 分 七 章 . 第 一 章 是 引 论 , 先 介 绍 对 称 性 分 岔 问题 ,从 中 
可 了 解 到 全 书 要 讲 的 大 致 内 容 和 方法 ， 再 介绍 本 书 在 研究 分 备 问 
题 时 要 用 到 的 非 线 性 分 析 方 法 ,特别 是 Liapunov-Schmidt 简约 , 它 
常常 能 将 一 个 高 维 或 无 穷 维 的 分 岔 问题 约 化 成 有 穷 维 问题 来 研 
究 ， 然 后 引进 以 后 要 用 到 的 奇 点 理论 基本 知识 ， 其 中 包括 中 山 
《Nakayama) 引 理 和 Malgrange 预备 定理 . 

第 二 章 介 绍 单 变量 分 岔 理论， 分 无 对 称 和 Zi 对 称 两 种 情形 ， 
从 中 可 了 解 到 用 奇 点 理论 和 群 论 方法 研究 分 岔 问题 的 基本 要 点 . 


= 


第 二 章 比 较 系 统 地 介绍 群 论 方法 ， 分 紧 Lie 群 的 表示 论 各 不 
变量 理论 两 个 方面 , 考虑 到 从 事 分 合理 论 和 应 用 研究 的 读者 可 能 
对 这 方面 的 内 容 不 太 熟 悉 , 我 们 对 一 些 重要 的 基本 结论 给 出 证 明 . 

第 四 章 是 在 上 一 章 群 论 方法 基础 上 讲述 关于 非 线 性 映射 的 对 
称 性 分 倪 理 论 ， 其 主要 内 容 是 将 第 二 章 提 到 的 识别 问题 和 普 适 开 
折 理 论 系统 化 、 一 般 化 ， 建 立 -…- 些 基本 定理 ; 同时 还 对 一 些 常用 
的 对 称 性 分 侈 问题 作出 计算 ， 并 对 一 些 基本 年 理 给 出 证 明 . 

第 五 章 是 关于 向 量 场 的 局 部 分 苗 理 论 ， 先 论述 关于 简单 分 贫 
和 Hopf 分 命 的 一 般 结论 , 经 过 简约 , 它们 可 分 别 化 为 第 二 章 中 单 
状态 变量 的 无 对 称 和 Zz; 对 称 情形 ,为 研究 向 其 场 的 简约 和 解 的 
稳定 性 , 这 一 章 还 介绍 Birkhoff 正规 形 和 Floquet 理论 方法 . 最 后 
并 就 定 态 和 Hopf 这 两 种 模 态 的 相互 作用 问题 进行 讨论 . 

第 六 章 是 关于 等 变 向 量 场 中 定 态 和 Hopf 分 岔 的 对 称 破 缺 理 
论 , 重点 是 O02) 等 变 的 Hopf 分 合理 论 . 这 一 章 还 在 O(2) 对 称 情 
形 下 介绍 是 态 与 Hopt 的 模 态 相互 作用 . 

第 七 章 介绍 由 等 变 上 陕 射 生成 的 离散 系统 中 (混沌 ) 吸引 子 的 
对 称 性 问题 ， 特 别 对 有 限 群 作用 下 吸引 子 的 容许 和 强 容许 子 群 欧 
结构 作出 讨论 . 

本 书 为 便于 读者 查阅 及 自身 前 后 引用 方 使 ， 除 定 疼 按 章节 独 
立 排 序 外 ， 例 题 、 命 题 、 引 理 、 定 理 、 注 等 均 按 章节 统一 排序 . 

本 书 概 求 读者 有 数学 基础 方面 的 知识 . 每 章 末 附 有 习题 ， 以 
便于 读者 和 更 好 地 掌握 本 书 所 涉 的 理论 和 方法 . 

本 书 得 到 中 国 科学 院 科 学 出 版 基金 和 国家 自然 科学 出 版 基金 
的 资助 , 谨 于 此 致谢 . 作者 曾 就 本 书 的 基本 内 容 在 北京 大学 、 天 津 
大 学 、 南 开 数 学 上 所、 西安 交大 和 清华 大 学 等 地 进行 讲授 ,在 此 谨 向 
上 述 单位 的 有 关 专 家 和 同志 的 热情 支持 表示 感谢 . 作者 特别 感谢 
王晓峰 同志 在 本 书 编写 中 所 作 的 整理 工作 和 提出 的 有 益 的 建议 ， 
但 书 中 一 定 还 有 许多 不 足 之 外, 作者 诚 居 地 希望 读者 批评 指正 . 

作 者 
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第 一 章 引 论 


作为 引 论 , 本 章 介绍 与 对 称 性 分 岔 问 题 有 关 的 概念 、 方法 及 
以 后 几 章 要 用 到 的 一 些 预备 知识 . 我 们 先 在 $ 1. 1 中 通过 一 些 例 
子 说 明 对 称 性 分 岔 问题 的 有 关 概 念 和 方法 , 接着 , 在 $1.2 中 介 
绍 微分 理论 和 隐 函 数 定理 ,并 在 $$ 1.3 中 引进 Liapunov-Schmidt 
简约 ， 从 而 把 一 个 (可 能 是 ?无穷 维 空间 中 的 分 贫 问 题 简 约 成 有 限 
维 的 问题 来 研究 . 然后 , 在 $1.4 中 引进 奇 点 理论 方法 的 基本 知 
识 , 并 在 最 后 81. 5 中 还 就 奇 点 理论 中 的 Malgrange 预备 定理 给 
出 证 明 . 


31.1 对 称 性 分 侈 问 题 和 方法 


本 节 先 介绍 对 称 性 及 分 岔 问题 的 - 般 提 法 ,并 通过 一 些 例子 
介绍 方程 的 解 在 分 盆 点 附近 的 稳定 性 和 对 称 性 的 变化 , 然后 介绍 
具有 对 称 性 的 高 散 系统 中 的 分 岔 问题 . 在 本 节 最 后 介绍 处 理 对 称 
性 分 贫 问 题 的 一 般 途径 ,从 中 可 以 了 解 到 本 书 的 基本 内 容 . 


1. 1.1 分 倪 问 题 


设 孕 和 多 为 Banach 空间 , A 为 菜 Banach 空间 中 的 开 集 ， 
:人 XA 人 光 为 可 微 映射 我们 下 面 给 出 局 部 分 倪 的 概念 ， 
定 浆 1 设 (Croyh)E .5 次 丰 满足 方程 
F(Tr,A) = 0, {1.1) 
有 Cry 一 0 如果 在 KaiE 2 xx 和 的 任意 邻 域 U 内 ，(1, 1) 
(至 少 ? 有 两 个 不 同 的 解 人 zj ，(za 所 U， 即 
FimoyA) = 0= F(tro i Hr x 
则 称 (zoyh) 为 到 的 分 备 点 加 称 为 分 岔 值 . 在 分 从 问题 F(zr,) 


sa | 


中 , 称 工 为 状态 变量 , 称 4 为 分 贫 参 数 , 并 且 我 们 把 (z。; 加 ) 附 近 
满足 (1.1) 的 点 (z, 力 E% XA 的 集合 称 为 下 的 分 盆 图 ， 

例 111 设 7zr 和 一 az 一 2 人 GE 了 则 4 二 0 为 让 的 分 
贫 值 ， 这 是 树 核 (pitchfork ) 分 贫 . 

分 倪 问 题 还 可 定义 在 无 穷 维 空间 上 . 

例 1.1.2 长 为 了 的 压 杆 的 夯 曲 问题 可 归结 为 下 曾 的 Euler 
方程 


当主 . 
[es 十 inn = 0， C1. 2) 
OO 一 和 (一 站 
的 非 零 解 . 设 C:[0, x 为 由 区 间 [0, xj 上 有 直至 去 阶 连 续 导 数 的 
实 函 数 全 体 组 成 的 Banach 空间 , vEC*[0, x] 的 范 数 为 
‖ 二 = max Sup ， [on Cs) |. (1. 3) 
取舍 = 二 {wvECI([0, 六] |w CD) 二 一 世 0 0 }, 多 = 二 C[0, rj 并 设 
下: 澡 X 朋 一 多 由 下 式 给 出 


Flu,A) 一 十 Msinzg， (1, 4) 


则 本 问题 归结 为 确定 方程 Ftw,) 一 0 的 分 贫 解 ， 
定义 1.1.2 设 (z,4)E 民 X 懈 , 考 虚 两 个 分 分 问题 /, g; 民 XX 
良 一 跑 。 了 与 g 在 不 点 附近 强 等 价 是 指 在 良 xR 及 的 原点 附近 存在 形 
如 
(x (KCr, A ,AY 
的 C" 变 挽 及 C” 娩 数 Str; 办 ,使 
Str ag A) A) = FTA), (]. 5» 


其 中 天 (0,0) 二 0， 元 X(0,0)>0 且 号 (0 07 >0. 


可 以 验证 {参见 注 2. 1. 1)， 强 等 价 保持 分 贫 特 性 不 变 ， 即 对 
于 原点 附近 的 同一 个 A, 与 g 的 零点 数 相同 . 

下 面 我 们 引进 一 个 将 在 第 二 章 给 出 证 明 的 命题 , 根据 它 ， 我 
们 将 会 在 例 1. 3. 4 中 看 到 , 例 1.1.2 中 的 下 在 4=1 处 与 例 1.1.1 
的 树枝 分 倪 有 着 类 似 的 定性 特性 . 


ss 


命题 1.1.3 诬 呈 :区 义 限 一 取 在 原点 附近 为 C“ 酒 数 . 则 gg 与 
树枝 分 例 Fr 一 Mr 一 2 强 等 价 的 充 要 条 件 是 , 在 (x,A) 二 (0， 


0) 处 名 满足 
g=gs = gw = p= 0, ga >0, go 0O. (1. 8) 
证 明 参见 例 2. 1.2(a). 0 
需要 说 明 欧 是 ， 上 面 我 们 征 忱 的 只 是 静态 分 备 概 念 . 恕 果 拒 
分 盆 问 题 F(x, 放 同 微分 方程 
过 = F(z, (1.7) 


的 解 的 定性 结构 变化 联系 起 来 , 则 可 得 到 动态 分 贫 的 概念 ， 对 于 
这 类 分 岔 问题 下 面 我 们 还 要 结合 Hopf 分 贫 作 进一步 讨论 ， 


1. 1.2 对 称 性 


对 称 性 的 概念 可 通过 变换 群 来 描述 . 为 简单 起 见 , 我 们 先 省 
酷 参 数 , 考虑 映射 
f :IR* 一 有限". (1. 8》 
定义 1.1.3 设 7 为 可 道 aXz 和 矩阵 - 称 7 为 (1.8) 的 对 称 ， 若 
它 与 了 交换 ， 即 
Or) = f(r), ¥Yzx tt RR". (1. 9) 
容易 看 出 , 若 为 和 入 为 41.8) 的 对 称 ， 则 力 和 力也 是 
《1.8)? 的 对 称 ， 即 51. 8) 的 对 称 组 成 … 个 群 , 称 为 (1. 8 的 对 称 群 . 
一 般 说 来 , 设 下 是 一 个 群 ,GLCVI) 是 Banach 间 VW 到 自身 的 
可 迹 线 性 变换 集 . 
定义 1.14 醋 在 空间 V 上 前 一 个 作用 是 指 T 到 GL(CV} 中 
的 一 个 同 态 op, 即 对 每 个 YET 对 应 有 bl(YYEGL(YV) 满 足 
PAPIPLYDY = PANY Yh EL, 1. 10) 
有 时 把 作用 简单 记 为 (7Y,x) Hzyz:， TXVV. 
设 群 工 同 时 作用 于 空间 Y 和 W. 映射 下 ; YW 的 对 称 性 就 
体现 为 与 群 了 交换 , 或 了 等 变 , 即 
PC7zr) = YF(r), YrXEV, YrEL,. (1. 11) 


E+ 


O00 = {7 € GLOD IYY = 1,) 
为 正 交 群 , 这 里 是 矩阵 7 的 转 置 ,1 是 nxXn 单位 算 阵 . 我 们 常 
把 对 称 群 工 看 作 O(a 中 的 一 个 闭 子 群 ， 亦 称 紧 Lie 群 ,此 时 , T 
作为 Xn 矩阵 群 对 空间 Rs 有 标准 作用 〈7,z)F=yzr;TX 下 -了 " 
在 第 三 章 将 会 看 到 , 这 样 的 作法 是 有 普遍 意义 的 ， 
例 1.1.4 常用 的 紧 Lie 群 T 除 O(n) 外 , 还 有 其 子 群 : 
(a) 特殊 牛 交 群 
SOn) = {YE On) ldet 7 ~ 0 }. 
符 别 ，SQO(2) 中 元 可 表 成 平面 放 转 
cost ~ | 


sing Cos 站 


fr -一 


1. 12) 


的 形式 ， 故 通 过 对 应 Re SOQC2) 可 同 构 于 图 局 群 全. 记 
7 , C1, 13) 
0 一 1 
称 为 平面 翻转 (flip). 则 OC2) 可 由 SOC2) 及 * 生成， 
(b) sm 阶 循环 群 ZZ., 它 同 构 于 SOC2) 的 子 群 ( 仍 记 ) 
7 = {Rowals = 0, 1, ,mo 1}. (1. 14) 
《 体 忆 有 了 限 群 工 的 阶 ， 记 作 1IP1, 是 指 它 所 含 的 元 素 的 个 数 . ) 
Cc) 2m 阶 两 面体 群 D,.， 它 由 形 如 (1. 14) 的 ZZ, 及 翻转 x 生 
成 . 
例 1.1.5 我 们 来 看 OQ(2) 及 其 子 群 对 空间 及 :的 作用 . 把 型 
等 同 于 复 平面 CC 对 整数 此 ,由 
.z= ev 《]. 15) 
给 出 辐 周 群 =S' 在 上 上 的 作用 易 见 , 当天 =1 时 这 种 作用 与 
SD(2) 二 S: 在 仿 * 上 的 标准 作用 是 等 同 的 . 通过 翻转 
一 (1. 16) 
可 以 把 这 种 作用 扩张 为 GC(2) 在 C 上 的 作用 .特别 ; 例 1.1.4(b? 和 - 
Cc) 中 的 Zz 和 D. 标准 作用 在 恨 衬 C 上 时 , 可 分 别 看 作 由 角度 
2x/m 的 旋转 生成 的 旋转 群 和 保持 正 mm 边 形 不 变 的 对 称 群 ， 


由 


本 2 


需要 指出 的 是 ,同一 个 群 也 可 以 作用 于 不 同室 间 ， 比 如 , 例 
1. 1.5 中 的 群 Z; 又 记 成 1 ,一 1 它 可 以 习 法 作用 于 空间 及. 

现在 我 们 对 上 述 系 统 引 进 和 参数 ,考虑 由 于 参数 变化 而 引起 的 
分 盆 现 象 . 

设立 ,政和 和 均 为 Banach 空 间 ,， 且 有 紧 Jie 群 民 闻 时 作用 
于 YY 和 多 上 ， {zz 和 EVXA. 与 上 面 类 似 , 称 分 倪 问 题 F; VXA 
产 软 为 工 等 变 的 , 痊 

FOYT AA) 一 ?ET VCT 说 EX E 工 (1.17) 

在 措 述 某 个 分 岔 问题 的 对 称 性 时 ,和 相 诬 的 群 P 可 根据 映射 的 自身 
性 质 ， 方 程 所 刻 划 的 模型 的 特点 ， 或 方程 解 的 特性 来 寻求 .比如 ， 
例 1.1.1 中 (一 xz) 二 一 ry 说 和 例 1.1.23 中 ,Fi 一 ww,4) 一 
一 FtwyA)， 它们 都 为 Z; 等 变 . 

例 1.1.6 设 f; 区 RXR-=R 光滑 ， 考虑 方程 


dz 


的 2x 周期 解 ， 记 多 一 Cx 为 明 到 人权 中 的 连续 的 2x 周期 函数 空间 ， 
如 二 C4 为 2 中 的 可 徽 画 数 子 空间 .定义 下,. 侣 XR 多 为 


F(z =— 家 + f(r), C1. 18) 


取 械 为 圆周 群 $1, 作用 在 空间 .人 2 和 名 上 为 称 相 
(Be = yD VyEB, OES. {1.19) 
则 天 为 等 变 . 
例 1.4.7 无 对 称 的 分 倪 问 题 PCz hy 可 看 成 了 等 变 分 从 问 
题 的 特例 ,只 要 取 工 =1 为 由 恒 等 元 组 成 的 平凡 和 群 . 


1. 1.3 稳定 性 和 对 称 性 的 变化 


我 们 指出 ,如 果 把 在 分 贫 点 (xo; 加 }) 除 近 的 零点 看 成 微分 方 
程 


过 他 
二 一 全 (C1, 20) 


的 平衡 解 ， 则 分 盆 现 象 常 同方 程 t1. 20) 的 稳定 性 质 密 切 相关 ， 这 


"Db" 


正 是 动态 分 分 理 论 要 研究 的 一 个 基本 内 容 . 这 里 平衡 解 z 的 稳 
定性 是 指 在 Liapunov 意义 下 的 稳定 , 即 给 初 值 一 个 小 扰动 z, 其 
解 Rf,z) ,t 汪 0, 也 总 保持 在 一 个 很 小 的 范围 内 ;如 果 再 加 上 当 :一 
co 时 人 tr 的 条 件 , 则 zo 为 鱼 近 稳定 ;否则 就 是 不 稳定 或 不 
新 近 稳定 . 方程 (1. 20) 在 平衡 解 处 的 稳定 性 常 可 通过 以 下 的 焰 定 
性 原理 来 确定 . 

定理 1. 1. 8 (线性 稳定 性 原理 》 对 于 方程 (1.20)? 的 平衡 解 
30 一 20fhl， 记 了 对 工 的 导数 册 一 万 Frzota ,A 和. 刚 当 有 A 的 所 有 本 
征 值 ( 庶 ) 有 严格 负 实 部 ( 即 存 在 人 >0 使 和 4 的 谱 olA) 点 的 实 部 者 
< 委 一 纪 ) 对 ，xzo 是 渐 近 稳定 的 ; 当 有 刀 有 一 个 有 正 实 部 的 本 征 信 时， 
To 是 站 稳定 的 ， 
证 明 参见 一 般 微 分 方程 的 书 , 如 [Ha]. 对 于 无 窃 维 空间 ， 
如 可 参看 LMHj. 口 

由 此 可 见 , 使 稀 定 性 发 生变 化 的 分 台 点 只 可 能 发 生 在 线性 部 
分 有 A 的 本 征 值 出 现 零 实 部 情形 . 不 难 判 别 下 面向 量 场 在 分 备 点 附 
近 的 稳定 性 . 

例 1.1.9 (a) =Az 一 22( 树 枝 分 盆 )， 

(b) zx 一 4 一 +:( 极 限 点 ). 
《ce) xX=x(4 一 zx》 里 临界 点 )， 

这 些 向 量 场 在 平衡 解 处 的 分 侈 情形 如 图 1, 1, 1, 其 中 实 线 表 

示 稳 定 ， 威 线 表 示 不 稳定 (下 同 ). 


(#4) 树 忆 分 多 cb) 棋 限 点 te》 哮 临界 点 
图 1.1.1 例 1.4.9 中 的 他 多 图 与 拘 定 性 


现在 设 群 TT 作用 在 空间 Y= 展 * 上 , 上 光滑 上 映射 三 VY XR 一 V 
为 工 等 变 , 考 虞 方程 (1. 20) 解 的 对 称 性 的 变化 , 固定 4, 设 x(t) 为 


= 和 = 


C1.20) 的 解 ， 则 易 验 证 ,对 每 个 YET, xz 也 是 (1.20)? 的 解 ， 特 
别 , 者 z(2) 寺 zo 为 (1. 20) 的 平衡 解 , 则 ”ze 也 是 其 平衡 解 . 但 震 解 
ze 与 4 有关 , 叫 它 们 的 对 称 性 可 能 发 生变 化 ( 见 下 面 的 例 1. ]， 
10). 

定义 1.1.5 设 群 工作 用 在 空间 VY 上 ,zoEV， 称 满 足 yz 一 
zo 的 为 zx 的 对 称 , 其 全 体 

2 = (YETIYr, = zo) (1. 21) 

是 工 的 子 群 ， 称 为 x 的 迷 向 子 群 . 

迷 向 子 群 反 映 了 解 xo 的 对 称 程度 . 当 4 通过 分 人 匣 值 时 , 若 分 
例 出 的 解 的 迷 疝 子 群 缩小 ， 则 为 对 称 破 缺 ;反之 ,为 对 称 增加 . 对 
称 性 改变 常 与 稳定 性 的 变化 有 关 . 

例 1.1.10 在 例 1.1.9(a) 中 Fr 一 zz 一 22) 为 了 等 变 ， 
其 零 解 < 一 0 处 巴 二 Zs， 当 4%<<0 时 稳定 :40 时 不 稳定 , 同时 分 
分 出 非 零 解 ,比如 xz 二 v 4 ,， 有 己 =11} 备 7 ， 出 现 对 称 破 缺 . 


1. 1.4 Honf 分 贫 


上 面 考 虑 的 是 在 方程 (1. 20) 的 平衡 点 附近 的 情况 ,属于 定 态 
分 名 的 内 容 , 但 有 时 症 参 数 变 化 的 方程 的 解 还 会 出 现 闭 轨 或 其 他 
极限 集 ， 我 们 将 着 重 考 卡 出 现 闭 轨 的 情况 , 即 Hopf 分 兮 ,一 个 简 
单 的 例子 是 
例 1.1.11 (Hopf 分 岔 ) 设 
1 一 Ar 一 Ys — XT! + ri), 
人 一 十 4rs 一 :af0z 十 和) 
用 极 坐 标 x 二 rcos8， xz 二 rsin8， 方 程 (1.22) 为 
| = ra 一天)， 
=1. 
这 是 Hopf 分 备 . 当 AE0 时 原点 0 为 稳定 的 平衡 解 ; 当 A>0 时 原 
点 变 为 椒 稳 定 ， 同时 会 冒 出 个 稳定 的 极限 圈 . 它们 在 相 平 面 上 
的 稳定 性 如 图 1.1.2,4 二 0 处 为 超 临界 (supercrtical) 点 .1. 22) 右 


nr 


(1. 22) 


边 在 原点 处 线性 部 分 的 本 征 值 为 43 土 {， 当 4 二 0 时 有 一 对 纯 虞 本 
证 信 士 : 

出 现 Hopf 分 贫 的 特点 是 向 虹 场 的 线性 化 官 阵 有 一 对 纯 虚 本 
征 值 .我 们 也 可 把 一 般 的 Hopf 分 贫 阿 题 象 例 1].1.6 中 所 作 的 那 
洋 化 成 一 个 具有 S' 对 称 性 的 分 贫 问 题 来 讨论 ( 厚 第 五 章 )， 


站 YY 


(a) 4M<0 的 稳定 (b) 4 一 0 时 稳定 。 (ce) 10 时 不 稳定 ,但 有 稳定 的 赵 报 国 
图 1.1.2 Hoti 分 多 


1.1.5 鹿 散 骏 统 的 对 称 性 分 盆 问 题 


具有 对 称 性 的 方程 经 离散 化 ,在 保持 原 有 的 对 称 狂 的 同时 常 
常会 出 现 更 丰富 更 有 趣 的 特性 . 离散 系统 的 分 岔 问题 中 吸引 子 的 
对 称 性 的 变化 也 是 近年 来 引 人 注 目的 一 个 课题 . 

设 群 下 作用 在 空间 V 王 了 rw 上 , f; VX 有 展 =V 为 了 等 变 , 对 于 
zEV， 考 虑 由 ztH 一 了 Co bn 一 0, 1，*…) 定义 的 选 代 系 统 . 序 
列 {zs} 的 极限 点 集 构成 zo 的 极限 集 wlx,). 极限 集 如 果 能 把 周转 
的 点 都 “吸引 ”过 来 , 则 成 为 吸引 子 . 吸引 子 A 的 对 称 通常 也 可 通 
过 它 的 对 称 子 群 

ETA 一 人 ) (1. 23) 
来 描述 . 当 参 数 通过 分 岔 值 时 ,对 称 子 群 会 缩小 或 增 大 ,从 而 引 
起 对 称 破 缺 或 增加 ， 我们 通过 一 个 简单 例子 来 说 明 吸引 子 对 称 性 
的 这 种 变化 ， 

例 1.1.12 由 (rr 一 AMz 一 三 (>0) 定 义 的 树枝 F: 取 及 
-> 月 为 Z 等 变 . 当 <-1l 时 吸引 子 为 Z 对 称 的 不 动 点 z=0, 4>>1 
时 , 此 点 失 稳 , 同时 分 岔 出 两 个 共 辑 的 ( 非 零 ) 不 动 点 吸引 子 ， 它 
们 都 是 1 对 称 的 ， 即 出 现 对 称 破 缺 .以 后 经 倍 周期 分 岔 序列 出 现 
两 组 “混沌 "吸引 子 . 至 站 一 3 V3 /2 一 2. 598 处 两 组 吸引 子 又 柄 


= 


合成 一 个 具有 Zs 对 称 的 吸引 子 , 即 出 现 对 称 增加 . 图 1.1. 3 表示 
圭 半 部 分 吸引 子 的 变化 . 


图 1.13 吸引 子 对 称 性 的 变化 


1.1.6 对 称 性 分 分 问题 的 处 理 方式 


具有 对 称 性 的 分 岔 问题 依据 癌 题 的 提 法 不 局 而 有 着 不 同 的 处 
理 途 径 , 对 此 这 里 子 以 介绍 ,从 中 也 可 了 解 到 本 书 要 讲 的 基本 内 
答 . 

(1) 化 简 到 有 限 维 分 岔 问题 上面 我 们 看 到 , 许多 描述 对 称 
性 分 色 癌 题 的 等 变 映 射 是 定义 在 无 穷 维 空间 上 上 的, 为 了 能 用 奇 点 
理论 和 群 论 方法 来 研究 , 可 以 通过 Liapunov-Schmidt 简约 把 它们 
化 成 有 限 维 空间 上 的 等 变 分 岔 问题 . 我 们 先 在 8$1. 3 介绍 无 对 称 
情形 的 Liapunov-Schmidt 简约 ,然后 在 第 三 章 引 进 群 论 方法 , 特 
唱 是 Haas 积分 工具 后 , 再 在 第 四 章 指 出 , 经 简约 后 的 等 变 分 分 
问题 得 能 继承 大 有 的 对 称 性 . 在 第 五 章 指出 ,还 能 用 中 心 流 形 方法 
来 简约 ， 

(2) 等 变 分 岔 理论 ， 对 于 有 限 维 等 变 分 贫 问 题 ， 我 们 可 以 在 
它 所 属 的 映射 空间 中 引进 ( 强 ) 等 价 关 系 ， 并 用 奇 点 理论 方法 研究 
它们 的 识别 阿 题 ， 普 适 开 析 ， 持 入 性 和 分 类 问题 为 了 计算 上 的 
方便 ， 需 要 把 等 变 分 岔 问题 及 其 切 空间 .限制 切 空 间 写 成 更 加 规 


sa 


范 的 形式 ,而 根据 第 三 章 要 介绍 的 Hilbert 基 定 理 的 一 些 推论 ， 这 
是 可 以 办 到 的 , 即 它们 可 以 通过 有 限 个 “生成 元 ?来 表示 . 我 们 将 
先 在 第 二 章 中 介绍 单 变量 分 贫 问 题 的 讨论 ， 久 了 解 奇 点 理论 方法 
的 基本 要 点 ;然后 , 在 第 三 章 的 群 论 方法 基础 上 , 青 在 第 四 章 系 
统 地 介绍 处 理 等 变 分 岔 问题 的 奇 点 理论 方法 . 在 第 五 章 我 们 将 看 
到 如 何 利用 等 变 分 贫 理 论 工 具 来 研究 微分 方程 中 的 简单 分 岔 和 
Hopf 分 贫 的 模 态 及 其 相互 作用 等 问题 . 

(3) 对 称 破 缺 . 我 们 在 上 面 已 经 看 到 ， 一 个 微分 方程 的 等 变 
分 贫 问 题 , 其 解 的 对 称 性 可 通过 迷 向 子 群 来 措 述 . 反之 , 给 定 一 
个 迷 向 子 群 , 是 否 一 定 存 在 一 个 解 支 以 此 为 其 对 称 , 这 是 自发 性 
对 称 破 缺 理论 要 解决 的 一 个 基本 问题 . 我 们 将 在 第 六 章 中 的 通过 
论述 等 变 分 支 引 理 来 部 分 地 回答 这 个 问题 , 并 进一步 讨论 等 变 情 
形 的 Hopf 分 岔 和 模 态 相互 作用 中 的 对 称 破 缺 问题 ， 

(4) 离散 的 等 变 系 统 . 这 是 近年 来 比较 受 人 注意 的 课题 . 我 
们 将 着 重 讨论 等 变 离 散 系统 中 吸引 子 的 对 称 性 结 梅 及 其 变化 . 这 
里 需要 在 通常 的 拓扑 动力 学 的 基础 上 引进 群 论 方法 , 我 们 将 在 第 
七 章 专门 论述 这 些 问题 . 


$1.2 泛 函 分 析 工 具 


非 线 性 证 函 分析 是 研究 分 岔 问题 的 一 个 基本 工具 , 本 节 我 们 
介绍 这 方面 的 一 些 初步 知识 , 包括 Banach 空间 中 的 微分 ，Taylor 
公式 ， 链 法 则 , 及 重要 的 反 函 数 与 隐 画 数 定 理 . 作为 隐 函 数 定 理 
的 应 用 ,我们 给 出 ( 定 态 ) 分 区 存在 的 必要 条 件 , 最 后 还 围绕 
Fredholm 算 子 介绍 一 些 常 用 的 函数 空间 和 算 子 . 


1.2.1 Banach 空间 中 的 微分 运算 


这 一 小 节 我 们 列举 Banach 空间 中 微分 运算 的 一 些 基本 结果 ， 
详细 论述 ,例如 ， 可 参看 Dieudonné 的 书 LDij. 
设计 和 多 是 Banach 空间 ， 绎 (有 ,多 ?表示 .3 到 多 的 连 
"10* 


续 线 性 映射 空间 ,其 范 数 都 记 为 外 ， 1. 特别 , 记 绎 (有 一 
S2( 有 党) 
定义 1.2.1 设 U 为 侈 中 开 集 , 对 于 映射 7, U 一 多 , 称 f 
在 zEU 处 可 微 , 着 存 在 线性 映射 4E (多, 多) ,使 得 
FriAa) 一 Fr 一 十 of 站 上》， 《2. 1) 
其 中 ol 天) 为 多 空间 中 关于 上 下 的 高 阶 无 穷 小 量 , 即 当 
一 0 时 od a 上 /5&2 一 9， 并 且 我 们 把 算 了 于 和 4 称 为 f 在 z 
处 的 导数 , 记 作 DFCz)，, 或 产 (z), 或 广 . 
不 难 验证 , 者 了 在 z 处 可 微 , 则 (2.1) 式 中 的 4 可 唯一 确定 ， 
且 fF 在 zx 人 外 的 导数 可 由 公式 
Df Cz)h = lm 了 二 多 一 全 (2. 2) 


求 出 . 特别 , 在 有 限 维 情形 , 设 芝 一 权 ,， 多 一 到 "， 则 五 Ar) 可 看 
作 相 应 的 Jacobi 害 阵 
已 Fr) = (Of (TN AF) ,yn (2. 3) 
而 者 上 为 取 " 上 的 少数 , mm 一 1, 则 也 成 为 梯度 算 子 
Vf= (9f/9r, -, Qf fax.). 
导数 的 概念 可 推广 到 高 阶 情 形 . 若 了 在 高 工 处 处 可 微 , 旦 导 
肌 射 五 六 U 一 52( 有 , 名) 在 zEU 处 可 微 , 则 其 导数 DD (zx) 二 
DODACTDE Et, 名)) 称 为 在 z+ 处 的 二 阶 导 数 . 注 
意 ， 空间 (各 ,人 ( 夺 ， 多 )) 可 与 “二 重 线 性 算 子 空间 ” 
S02 (多;B/) 线 性 同 构 . : 
例如 ,对 于 及" 上 的 函数 ,其 二 阶 导 数 可 表示 为 Hesse 矩阵 
De Fr = (FFCr) ara) 
作为 二 重 线 性 算 子 , 它 对 于 向 量 玉 = Ch， 有,) 全 民 " 的 作用 可 为 
了 DEF 天 = RD FUL. C2. 4) 
一 般 地 ，Banach 空间 受 ，…， 有 的 积 空 间 到 多 的 映射 
有 .1XX.>2y 称 为 上 重 线 性 算 子 是 指 Atzri,，…， zw) 对 


时 和 和 要 和 


记 作 


(RB), (2, 5) 

这 是 个 Banach 空间 ,其 中 元 4 的 范 数 为 

141 = sup{ | az ey, x ;lzll S11 Yi}. 
特别 ， 当 2 一 二 时 ， 空间 2. 5) 记 成 
;多 )。 则 在 线性 同 构 音义 下 红 入 多; 名) 可 与 空间 

AR, HR, HR, Bee)) 

重 

视 为 同一 ， 

把 UC 受 到 人 多 的 连续 映射 集 记 为 CC(U ,多 ) /为 C 类 , 阁 
7ECIU, 多 ). 归纳 地 , 车 Df 在 U 中 外 处 可 微 ; 且 五” 了 一 
万 (下方 ECCU 5 (有 多 )， 则 称 子 为 CC 类, 记 作 JEC 
《KU ,有 .进而 , 若 对 每 个 k=0, 1,，2, 一 ， 了 为 0 类 ， 则 称 了 为 
C™ 类 , 记 作 AEC”(U ,多 )， 又 记 CCU) 一 CU, 取 )， 

用 (多; 多) 表示 人 (名; 多 ) 中 对 称 关 重 线性 算 子 空间 ， 
即 其 元 4(z，…，2z) 中 任意 两 个 分 量 可 交换 ， 

A Ty ey Kis ) Oo A Tj Ts 0 ). 

命题 1.2.1 车 fECOU, BB), 则 Df(r)ES(R, B), 
¥Y rEU. 口 

一 般 地 ,Ek 阶 导数 D7(z) 阁 存在 ， 则 其 计算 公式 可 为 


二 
了 ， | A -一 过 … 训 fCz 十 DJ thi) (0: (2. 8) 
1 i=1 


这 里 t= (fis vii ti), 
命题 1. 2. 2CTaylor 公式 ) 设 了 ECIU, 多 ), 自 x 二 二 U， 
¥ tELO, 1j. 则 


flx 十 下) = fx) + DFCzxYR + ED’ fOr 十 局 
+ ED + od kl), (2.7) 


这 里 肛 一 仿 ，**， 凡 ) 为 了 重 ， 口 
设 委 = 二 党 | 名 ,XT 一 《zi XE XR ， 则 可 类 似 


定义 子 关 于 冯 的 偏 导数 五 .六 或 大 ,7 一 1 2. 
命题 1.2.3 设 品 二 XU; 民 成 | X 呈 及 ECCU, 区 )， 
则 AECCU, 多 ) 当 且 仅 当 DFECCU ,2),j 一 1, 2. 且 有 
Dr zx) hs, hay = Ds, f lr, xo)hy + De fx, x2)hs. 
这 当然 可 推广 到 任意 有 限 个 直 积 的 情况 ， 
关于 复合 映射 的 求 导 。 有 下 面 的 链 法 由 I. 
命题 1. 2. 4( 链 法 则 ) 设 孚 ,多 和 空 为 Banach 空间 , UC 
史 VC 光 为 开 集 ， 上 映射 有 :可 一 V 和 了 Vr 空 拘 为 Cr 类 (rr 守 1). 
网 了。g: YY 一 空 齐 为 CC 类， 昌 
Df» ET) 一 五 六 人 CT * Dgtr). 《2, 8} 
四 
对 于 复合 映射 的 高 阶 导 数 , 也 可 像 数 学 分 析 中 那样 类 似 求 
得 . 注意 到 (2. 8) 式 可 写成 
DO。g) 一 (DA 。g)DE， 
进而 
(了 一 (DB De 十 [站 矿区 Dg. 
一 般 来 讲 ，DrCf。g) 可 表 成 
DCOf og)= 2, ok jm (Df° gD™g, , Dig), (2.9) 
Ini = 让 
其 中 总 一 Ce， 729) 相 {gC 人， 7 2)) 为 非 代 整数 组 ，| mmx| 二 澡 十 
十 my. 利用 等 式 
DLODF: gy Dg; DBg)] 
—DTife gtDe, Digs or, Dpg) 


十 2 (Di Dig, es Dritig, -ee, Drig) (92. 10) 
可 得 到 {ot&,j ,mm) ) 的 递 推 基 系 . 
1. 2.2 反 国 数 和 隐 国 数 定理 


先 考 虚 反 消 数 定 理 , 讶 UC. 人 免 ", VCC 人 为 开 , 上 肌 射 AU-eYV 
称 为 C' 被 分 辐 胚 , 若 了 是 C 类 , 双 射 ( 妈 UU 到 VYV 上 的 既 单 又 满 


a ]3* 


的 上 耽 射 ，, 且 其 道 广 :也 是 避 类 . 

定理 1.2. 55 反 男 数 定理 ) 设 了 ;UC 避 -r 多 为 CC 类 ,+ 实 
1， XoE€E U, 生 设 也 f(xo) 为 线性 间 物 . 则 广 是 xo 的 一 邻 域 UsCU 
到 Czxo) 的 一 邻 虞 YWoCBS 上 的 C' 微分 同 胚 ,是 

DAY = [OF ODT! YYyEV. (2.11) 

证 明 参见 LAMRJ、 品 

下 面 的 隐 函 数 定理 是 本 节 的 中 心 . 

定理 1. 2. 6( 隐 总数 定理 ) 设 UCC. 有 ,VCSB 为 开 , 自 f;U 
X 到 一 说 为 Cr 守 1, 设 站 (xo yoj EUXY 外 F(xzo， Yo} 一 0 且 
站 ;Fr ye) 经 一 第 为 同 构 ， 则 存在 zo 的 邻 域 UoCU， 及 唯一 
的 C' 映射 g; Uo->V， 使 得 g(xo) 二 yo， 且 对 所 有 的 x 全 Us， 


(一 人 2。 12) 
证 明 ”考虑 由 Blz, y) 一 (rx，、flx， W) 定 义 的 上 映 射 盏 : UXxV 
一 :有色 它 ， 则 


| 1 0 
D(x,, Yo Cz1s 41 一 | | 


zl 
‘Dflxros yo) Df (zo Yo) "| 
是 如 XxX 久 到 侣 XX 之 上 的 同 构 . 由 定理 1. 2. 5 知 在 更 (ro，3?0) 一 
(ro 0 外. 有 XE 的 一 令 域 UsXx 殉 ,上 有 避 的 唯一 的 C7 道 映射 
Bi UXWo—UXV, 司 名 1(z, w)= (Cx, gr tw)), gCz) 


二 glx，0)， 则 不 难 验 证 g 满足 本 定理 要 求 . 0 
对 (2. 12) 式 用 链 法 则 可 得 到 g 的 导数 计算 公式 
Dalx) 一 一 [站 ,Fr gr) TD xr, gr)), (2.13) 
还 可 得 到 g 的 商 阶 求 导 公式 ， 


1.2.3 表态 分 苗 存 在 的 必要 夫人 忻 

现在 来 考虑 分 岔 问题 . 设 下 : Ux A 多 为 C" 映射 ,7r 宇 1, 其 
中 UC2r 为 开 . 设 (zoyh}EUXA 使 FCzosh) 二 0, 我们 常 把 
FLx,， 3) 关于 状态 变量 工 的 导数 记 作 (4 让,, ;三 DFtr， 0. 记 
A= (dF), a. 


"1 


定 光 1.2.2 AE(TR, 多 ?的 孝 宣 5 间 -六 47 和 秆 空间 
<c(4) 分 别 为 
NA = {rE RIAr 一 0)， 
HOA) 一 14zlzE 有 上 
我 们 来 证 明 , 当 (zo) 为 下 的 分 贫 点 时 ， 零 空间 的 维 数 为 
I 正 ， dim-ACA) 汗 0. 为 此 , 假定 受 (04) 所 名 为 亲子 空间 . 这 种 假 
定 是 合理 的 , 因为 许多 数学 物理 问题 (比如 下 面 要 讲 到 的 
Fredholm 算 子 ) 都 满足 这 个 条 什 ， 
定理 1.2.7 设 t4F)i 为 C' 映射 下 :DXA> 多 的 分 省 点 ， 
矶 二 (QF) 这 CCB 为 团 . 加 dim- 4 > 
证 明 车 不 然 , 设 (C4) 二 110), 则 4 二 F(xwoy 加 ) 为 节 到 
Banach 空间 腕 (4) 上 的 线性 同 构 . 据 隐 录 数 定理 (定理 1. 2. $6)， 
存在 唯一 的 映射 g, 它 把 ‰EA 的 一 个 部 域 映 到 如 中 使 g (4h) 二 
ze 及 (gC); 办 二 0, 即 (rho) 不 是 分 俩 点 , 矛盾. 0 
例 1.2.8 对 例 1.1.2 中 的 屈曲 问题 ,F 由 (1.4) 式 给 出 . 按 
公式 (2,2)， 了 在 零 解 4 一 0 处 的 线性 化 算 子 为 


AtAv 一 宁 + Ai 《2. 14) 


由 定理 1. 2.7， 在 分 侈 和 值 4 处 方程 A(Wvu==0 应 有 非 零 解 . 注意 到 
例 1. 1. 2 中 空间 : 乳 - 所 含 的 条 件 
vw (0) = v' {A) 一 0， 《2. 15) 
分 盆 值 和 相应 零 空 间 -Y(4 人 7 的 解 归结 为 求 满足 (2. 15) 的 边 信 
问题 44 一 0 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 由 常 微 中 熟知 的 两 点 边 值 
算 子 理论 ， 对 应 于 站 =1, 2,…， 的 本 征 值 和 本 征 画 数 空间 为 
A DPD) = 12cosRsla EE RI. 


1. 2.4 Fredholm 算 子 


定义 1.2.3 称 线性 算 子 4E 到 (3 多 ) 为 Fredholm 算 子 ， 
若 它 前 零 空间 的 维 数 = dm.fY(4) 和 值 空间 的 余 维 数 严 = 
codim 受 (43=dim( 多 /有 殉 (4)) 均 为 有 限 ， 此 时 ，ind(4) 一 2 一 妆 称 


二 与 二 


为 4 的 指标 

Fredholm 算 子 ,特别 是 具有 零 指标 的 Fredholm 算 子 , 是 在 
数学 物理 问题 中 常 遇 到 的 一 类 算 子 ,这 里 介绍 几 种 章 要 类 型 . 

首先 一 种 是 同 紧 算 子 有 关 . 回忆 AE (多 ,多 ) 为 紧 算 于 ， 
车 纪 中 闭 球 B 一 {xE€E 名 | xz| 志 1 } 的 象 的 闭 包 4(B)C 台 为 
紧 集 . 

命题 1.2.9 设 和 A 为 Banach 空间 .有 到 自身 的 紧 算 子 ,4 才 0. 
则 4 一 1 一 4 为 具有 零 指 标的 Fredholm 算 子 . 


证 明 证 明 略 ,可 参看 [21.1. 0 
例 1210 设 人 nC RR 为 紧 集 ,有 日: Qx6- 妈 连续 则 由 
48Kz) — | Ar， yp)dy (2. 16) 


给 出 4; CO) 一 C00) 为 紧 算 子 C 见 [ZL]2. .因而 对 于 A 二 0, 由 
CAPI CL) = pr) — A | zer， ooey 2.17) 


给 出 的 积分 算 子 A; 为 具有 零 指 标的 Fredholm 算 子 . 

回忆 ,对 于 Hilbert 空间 到 自身 的 线性 算 子 AE LH), 
存在 唯一 的 伴随 算 子 ， 即 其 内 积 《,) 满 足 

(Az, yy 一 TA A C2. 18) 

的 算 子 4 Et 下 面 的 结论 是 有 用 的 . 

定理 1.2.11(CHilbert-Sehmidt) 设 44 为 Hilbert 空间 受到 
自身 的 紧 算 子 . 车 妈 为 自 伴 的 , 即 4" = 二 A, 则 A 有 至 多 可 数 个 非 
零 的 ,只 可 能 以 0 为 诊 点 的 实 本 征 值 {入}, 计生 它们 对 应 一 组 正 
交规 范 基 {ej} ,使 


证 一 2 (Ts Ei) js {2. 197 
AT = Ddlr, ene,. (2. 20) 
证 明 证 明 赂 ,可 参看 .2L]. 0 


第 二 种 是 常 微 分 方程 两 点 边 值 问题 , 例 1. 2. 8 是 其 特例 
例 1. 2. 12 _ eH'[a; 十 ] 为 LF, 5b] 中 由 满足 TEC 1 ay ¢]， 
"在 [a, 5j 上 绝对 连续 , 且 xz“*©L:[a, 约 的 函数 工 组 成 的 空 


“全 * 


间 ， 考 虚 当 微分 算 子 

A= Pla) 3， 
其 中 ajEHilas 站， 一 1，…，2， 且 二 (天 0 对 所有 ELa, 8&]. 
记 多 一 HLe, 58]. 引进 边 值 


严 一 】 


Bx) 一 > Wr a) 十 Br EB)), 


j=0 


其 中 {os, 房 } 为 一 组 实数 , 使 (Bi, 二 1, … ,xr} 为 H"La, 5] 上 的 一 
组 线性 无 关 的 线性 泛 函 ， 记 
Ro {rE Hiabl;Bzr = 0, k= 1, ,xn)}. 
则 4 :有 一 多 为 具有 零 指 标的 Fredhotrm 算 子 (参见 [Lo])， 
最 后 一 种 是 椭圆 算 子 ， 
例 1.2.13 设 电 志良” 为 有 界 区 域 ， 边界 a 光滑 . 


A{tw) = Do, (XI, 十 3 (Xu + clr)u, 


-f=1 


其 中 aEC” cq) 使 Daijfz)E60， 对 所 有 xzE 吕 及 8 一 (5 …， 
2 天 0 则 4 为 椭圆 算 子 . 特别 ,车 


~ 
Ax 一 办 x 十 Da ru, 二 ctr)u, 


了 一 必 
其 中 入 = 二 /azri 十 ，… "十 了 /azg， 则 在 内 积 
‘HH, UY 一 | uudr, ws UE CN {2, 21) 
| - 


下 ， 
一 一 > (OP) 十 EC 工 )， 
且 44 是 具有 零 指 标的 Fredholm 算 子 (参见 [LGT 站. 


S 1.3 Liapunov-Schmidt 简约 
分 贫 问 题 通 帝 是 定义 在 高 维 , 甚至 无 穷 维 空间 上 的 ,为 了 把 
它们 化 成 本 书 所 机 求 的 低 维 空间 中 的 问题 ， 可 以 采用 Liapunov- 


a ]7* 


Schmidt 简 药 的 方法 ， 本 节 千 介绍 Liapunov-Schmidt 简约 的 一 般 
步骤 和 所 得 分 岔 方程 中 前 几 项 系数 的 计算 公式 ， 再 融和 常 抑 的 
Fredholm 算 子 和 内 积 空间 情形 给 出 处 理 办 法 , 最 后 结合 单 变量 分 
岔 的 应 用 例子 来 说 明 本 节 所 介绍 的 方法 . 


1.3.1 Liapunov-Schmidt 简约 的 基本 步 驮 


Liapunov-Schmidt 简约 的 基本 方法 是 将 一 个 (可 能 是 ?无穷 维 
室 间 中 的 方程 
FlusA)=0 (3.1) 
化 为 等 价 的 两 个 方程 , 其 中 一 个 通常 是 有 穷 维 空间 中 的 方程 , 另 
一 个 可 以 用 隐 函 数 定理 求解 , 将 求 得 的 解 代 人 第 一 个 方程 后 所 得 
到 的 方程 保持 原 方程 (3. 1) 的 分 岔 情形 不 变 . 
设 2 ,多 和 大 均 为 Banach 空间 , (uw, 说 XA、 为 简单 起 
见 , 我 们 把 分 贫 点 到 在 原点 故 设 口 性 .名 为 会 原 点 的 开 集 ,和 且 设 
FECT(UXA, 多}, r 庆 1; 满足 F(0, 0) 二 0. 考 虚 方程 (3.1) 在 厚 
点 附近 的 分 岔 情况 据 定理 1. 2,7, 须根 定 算 子 4= CdF)ovE 
(名 ,By) 有 非 零 的 零 空 间 , -ACA) 关 {10}, 这 里 dF 仍 表示 关于 
#z 的 导数 ， 
回忆 空间 避 的 辣子 空间 . 侣 有 闭 补 空间 沟 。，, 是 指 澡 可 
分 解 成 受 ” 和 骂 ， 的 喜 和 ， 党 二 学 AE 了 好 受 ， 人 :党 ， 
二 {10} 月 党 十 人 党， = 县。 这 浆 等 价 于 存在 县 到 党， 上 的 招 
射 P, 即 满 足 户 二 PP 入 (了 P)== 坟 的 算 子 PEC ), 此 时 
他， 的 闭 补 空间 为 ACP)， 
我 们 假定 AE (多, 人 2) 的 零 空 间 -ACA) 和 慎 空 间 完 (4) 均 
为 闭 , 且 有 闭 补 空间 M 和 和 NN， 
= TA DBM, 
2 = KA) PDN. 
下 面 的 Liapunov-Schmidt 简约 表明 , 能 把 空间 他 xA 上 的 分 贫 
问题 FF 约 化 为 空间 .fCA) XA 上 的 分 贫 问 题 
DNA XA N. 


先 把 x 蕊 弛 (唯一 地 ) 写 成 二 x 十 y;: 使 TEAtA), yEM,， 
且 记 多 到 NN 上 的 投射 为 PE 多 ), 使 .1(P)== 玉 (tA). 则 方程 
(3. 1) 等 价 于 本 
PF(Cz + YA) = 0, 《3. 2) 
(1T— PR yA) = 0, (3. 3) 
这 里 了 表示 多 到 自身 的 恒 等 算 子 ， 对 于 (3. 3)， 因 
DAT— PFOr+ yA = (1 — PYDFO, 0) 1M 
= (1— PAIM 
为 M 到 值 空间 腕 (4) 上 的 线性 双 射 . 由 开 喘 射 定理 ! 例 如 ， 和 参见 
Lz, 知 DtI 一 PYF(0, 0) 为 M 天 吏 (A) 上 的 线性 同 构 . 利用 
隐 函 数 定理 (定理 i. 2.6), 在 (0, 09E.NCA}YXA 的 一 个 邻 域 V 
xAs 上 存在 唯一 的 C' 映射 本,VXAo 一 M,， 满足 (3, 3) 式 ， 


(T— PF(r+ Wr,NW, =0 (3. 4) 
日 
WO,0) 一 站， WO.0) = 0., 【3 53》 
把 WV 代入 (3 2) 式 ,得 到 
| 和 (rt SS PFT 十 本 [zk AU) = 0, C3.6) 
其 中 多 :VX Ai>N 为 C' 上 映射, 是 满 足 
DO0) = 0, DP.(0,0) = 0. C3.7) 


方程 (3.6) 称 为 分 钾 方程 . 从 构造 过 程 看 出 , 它 在 原点 附近 的 解 与 
原 方程 (3., 7) 的 解 一 一 对 应 . 

我 们 把 上 述 过 程 归纳 成 下 面 的 定理 . 

定理 1. 3. 10Liapunov-Schmidt 简约 ) 设 FEC (UXA,B)， 
rr 之 1]， 其 中 UC 党 为 会 原点 的 开 集 . 且 设 原点 为 下 的 奇 点 ， 即 
FO0, 0) 一 0 且 A=(dF)0,oE 2( 席 ,加 ) 具 有 非 零 零 空间 . 设 A 
的 零 空 间 .Yi(4) 雹 字 和 值 空间 .如 (YC 均 为 闭 , 生 有 闭 补 空 
间 ， 则 方程 (3.1) 在 原点 附近 的 解数 等 于 分 贫 方 程 (3. 6) 的 相应 解 
数 ， 其 中 WW 由 方程 43.4) 据 隐 范 数 定理 唯一 确定 ， 口 

注 1.3.2 Liapunov-Schmidt 简约 的 实质 在 于 由 方程 3. 3》， 
CQ 一 PFtw,4) 一 0 确定 空间 .县 XA 中 的 一 个 与 空间 .YC(A)XxA 

: ]9* 


相 切 的 子 流 形 三 而 分 公 方 程 (3. 6) 愉 为 忆 | 立 一 0. 
1.3.2 系数 计算 公式 


上 述 通 这 Liapunov-Schmidt 简约 得 到 的 分 分 方 程 (3. 6) 通 常 
没有 显 式 表 示 ， 因为 该 方程 中 的 映射 仇 要 由 方程 (3. 4) 用 隐 函 数 
定理 来 确定 . 但 我 们 可 以 通过 隐 函 数 定理 求 得 风 的 各 阶 和 导数 ,由 
此 可 得 到 分 倪 方 程 中 上 映射 目的 前 有 限 项 Taylor 展 式 . 本 书 要 讲 
的 奇 点 理论 告诉 我 们 , 一 个 分 人 功 问题 , 通常 由 其 展 式 的 前 有 限 项 
就 可 完全 确定 它 的 局 部 分 从 情况 , 因此 , 这 一 小 节 来 介绍 分 岔 方 
程 中 映射 在 分 舍 点 处 的 前 几 阶 系数 的 计算 公式 . 

注意 , 我 们 可 以 把 映射 Fw; 裤 写成 


Flusd) = Au + hlu,A), (3.8) 
其 中 
ACO,0) = 0, (dh)oo = 0, (3. 9) 
ah 为 hh 对 的 导数 . 命 @=7 一 P, 并 记 ( 在 上 ) 同 构 
L = QAIM € SM, RD). {3. 10) 
则 (C3. 6) 中 的 甸 和 (3. 4) 式 分 别 为 
事 (z = Phir WryN) A), (3.11) 
Cr + Lmhtr Wir),N) = 0. (3. 12) 


从 C3,12) 中 解 出 开 代入 {3.11) 中 ,有 即 可 得 到 多 的 表 式 ， 
为 简单 起 见 , 考虑 单 参数 情形 ， 即 设 A 一 了 到， 记 
让 (工作 )》 = Cr 十 Wr 从 站， 
利用 (3. 5) 和 (3. 9) 式 ,及 复合 国 数 求 导 公式 ,可 求 得 天 在 (zy 一 


《0,0) 处 对 每 个 v€E .NWA) 有 
hv = 0, C3, 13a) 
Rv0) = dh 0), (3. 13b) 
hv vn) = dh Wo ,wv)) 
十 dh UD), (3. 13c) 
kh, = h,, 《3. 13d) 


Ruv = dihtv Wi) + dhv, (3, 13e) 


rn 


hy 一 ht 268 Eh WW ). (C3, 13f) 
上 述 映 射 要 求 计 算 W,, 和 和 你 在 原点 处 的 值 , 这 只 要 对 (3, 12) 式 
求 相 应 的 导数 ,并 将 (3. 13b) 和 (3. 13d) 式 代入 即 可 求 得 


Www) 一 一 也 CR， (3, 14a) 

W, 一 一 工人 {3,14b) 

于 是 , 将 (3.13) 和 C3,14) 代 入 {3.11), 即 可 求 得 盏 在 原点 处 的 一 

些 导 数 计算 公式 

Gv = 0, (3. 15a) 

$v0) = Pdihtv,y), (3, 15b) 
,vv = PL dhw LL Qadthtv,v)) 

+ dih(lv, vu) | 【3. 15c)} 

,= Ph,, ‘3.15d) 


,vu) = PL dhtv, LL QA} + dh tw) 1, (3.15e) 
Ba 一己 [有 — 2dhl, ‘Qh, 
十 dhCL- OR ,LQh) ]. (3. 15f) 
《3. 15) 就 是 分 双方 程 中 映射 更 在 原点 (分 盆 点 1) 处 的 前 几 阶 
导数 计算 会 式 , 由 此 可 得 到 下 在 分 岔 点 附近 Taylor 展 式 的 前 几 
需要 说 明 的 是 ,我们 这 里 仅 考 虑 单 参 数 , 对 于 多 参数 情形 也 有 
类 似 于 (3. 15) 的 公式 . 


1.3.3 Fredholm 算 子 情形 


设 42 多) 为 Fredholm 算 子 . 取 零 空间 .A CA) 的 一 
组 基 1p 8, 设 上 gi 二 1, i 一 1，…， .对 每 一 9;， 由 
Hahn-Banach 定理 的 推论 ， 有 受 上 的 连续 线性 泛 函 9 ， 使 
‘pi 一人 里 为 Kronecker 记号 ， 

5 = li=j 
0 天 省 
则 可 命 -二 z 十 y, 其 中 


21" 


T= (po NA), 
(3. 16) 
Y= DY up piE MM, 


男 一 方面 , 了 商 空间 多/ 安 (4A) 的 一 组 基 外 ;十 吏 (4)， j= 二 1,，…'， 
m， 则 易 验 证 {9 1， 于 多 线性 无 关 , 它们 张 成 的 mz 维 子 空间 
NC 为 倪 (A)C 信 的 闭 补 空间 ， 不妨 设 9j = 二 1, j 王 1， "…*， 
m. 取 汐 上 的 连续 线性 证 国 ?2 ，…， 9 使 4?ji，9 一 上 总。 命 


bu 


Po) = DD) (vse)ej, (3. 17) 


则 已 为 多 到 于 上 的 投射 . 于 是 ,， 知 命 
Gp 一 
就 可 以 把 分 岔 方程 (3. 6) 写 成 函数 方程 组 的 形式 
六 (ri 和 0, f= 1,,m, 《3. 18) 

在 许多 实际 问题 中 可 以 假定 倪 是 多 的 子 空 间 , 多 所 人 铬 , 且 
多 为 内 积 空 间 . 比如 , 在 4 为 微分 算 子 情形 , 多 是 有 界 开 集 DC 
了 >” 上 的 函数 空间 , 则 其 内 积 常 可 取 为 如 (2. 21) 式 . 

对 于 内 积 空间 多 , 且 .2C 多 , 取 .fC4) 二 县 -的 一 组 正 交 规 
范 基 {9i， pw，Pp、4P 9 六 一 六 则 2 肥 在 ACAY 上 的 投射 可 
写成 

Pl() = Dau, gO9,, VuE Rm. 《3. 19) 


剩 下 的 问题 是 如 何 找 出 空间 过 (4) 在 多 中 的 补 空间 N, 多 = 
殉 (A) 中 N. 设 算 子 AE 到 ( 有， 多 ) 有 伴随 算 子 A* E 到 (多 ， 
侣 )， 对 子 空间 CB, 记 z 
FL yeES yw = 0 VwEw), (3.20) 
易 见 ,38 门 跑 二 一 10) 特别 ,CA )==( 统 C4))+. 可见 只 要 验 
证 


NA 十 这 (A) 一 多， (3. 21) 
.fa 就 是 议 CA1 的 补 空间 


.人 


2 = RA BDACA' ). (3. 22) 

我 们 指出 ,如 果 在 所 给 的 内 积 下 光 和 多 都 是 Hilbert 空间 ， 则 
(3. 22) 成 立 ， 即 有 

定理 1. 3. 3CFredholm 择 一 律 ) 设 避 和 名 为 Hilbert 空 
间 ,AAESAt 人 党 人) 为 Fredbholm 算 子 . 则 4 有 (唯一 的 ) 伴 随 算 子 
及 " ， 且 13.22) 成 立 ， 口 

定理 1. 3. 3 的 证 明 在 一 般 证 函 分 析 书 中 都 可 找到 ,例如 
[ZL j. 

在 满足 定理 1. 3. 3 条 件 情形 , 仍 可 取 -f(A4*) 的 一 组 正 交 规 
范 基 {fe er}, (eye 二 ,而 多 到 .ACA') 二 ( 信 (4))- 上 的 
投射 则 为 


Plw) 一 > Cs ee。 ‘3. 23) 
1.3.4 应 用 
作为 Liapunov-Schmidt 简约 的 一 个 应 用 ,我 们 考虑 在 例 1. 1.2 
中 提出 的 Euler 压 杆 的 屈曲 问题 . 


例 1.3.4 设 下 ;有 X 玉 -> 多 由 (1,4) 式 给 出 ， 按 例 1. 2.8, 我 
们 考虑 在 本 征 值 4= 1 附近 的 分 贫 情 说. 记 Av 二 dv/as 十 vw， 由 
《2.167 式 ,4 的 零 空 好 为 .1 一 取 {cos). 引进 内 积 
二 | gg ar, Yo 由 世 多 ， 
注意 到 4 的 自 伴 性 ,有 分 解 
2 = .NA 的 M， 
多 = LA) 由 NN,， 
其 中 
Mo= {ut ， | ueossds 一 0}， 


N= TA) = AAY = RIcos}, 
按 (3. 17) ,多 到 NN 的 投射 为 


Pvuts) 一 [wyeostdr] COSS. 
为 方便 起 见 , 对 由 (1.4) 式 给 出 的 ,我 们 把 * 移 到 原点 附近 , 即 设 
五 (4) = 4 十 (A 十 1)sinw 


2 
= 二 (3. 24) 
] 、 


其 中 
站 da) = (A Ising 一 di, 
. x¥ 一 zeoss 十 W (zcoss, A). 
则 在 (Ca 加 一 (0:07 处 
dh =— CA snal|o., = 0， 
dh = A 十 1cosnlos =— 1, 
h, = sinel = 0, {3, 25) 
dh, = cosiilo.o = 1. 
设 fz,A4) = 二 (h(xcost 十 WW (zcostyA) A) ,cost》， 风 帮 (xeost, A) 二 
f(x,A)cos s， 利用 (3.15) 和 (3. 25) 式 可 求 得 在 (zt,) 二 (0,0) 处 
f=f:= f= f=0, 
frrr 一 一 二 | coszzd 一 一 1 一 0， 


Tn 
fn = 2 {cosrar 1 0. 
Tn 


根据 命题 1.1.3, 由 (3. 24)? 给 出 的 分 岔 问题 下 在 rr 一 (0,0) 附 
近 与 树枝 分 多 Air 一 zx? 强 等 价 . 
例 1. 3.5( 简 单 分 贫 ) 考虑 方程 

du/dt 一 Fu,A), C3. 26) 
其 中 下: 民 "XX 民 一 展 " 为 C',R 之 1, 且 满足 下 (0,A) 寺 0. 设 走 阵 A4= 
Cd 站 )o.o 的 本 征 值 集中 有 一 个 为 0, 其 余 实 部 为 贷 . 且 设 4 和 4 的 
0 本 征 值 对 应 的 本 征 向 量 e 和 e' 浇 足 ‘eye* ) 半 0. 记 投 射 

Pu= ive’ Ye sv EE RR", 

则 按 Liapunov-Schmidt 简约 ,方程 FCw,4) 一 0 在 4 二 0 附近 相应 的 


"和 


分 色 方 程 为 

BfrA) Re 十 全 《TroyAe > 一 0， 
. 其 中 厂 : 取 X 坚 一 腕 (4 满足 

CT— PRFere t+ Wer,a) a) Oo—= 0. 

这 建立 起 方程 (3. 26) 在 处 的 平衡 解 & 与 单 变量 分 命 问 题 g: 民 XX 
了 -到 的 零点 Cx, 和 D1g (XI,) 二 0, 之 间 的 对 应 关系 . 利用 (3. 15) 式 
还 可 以 得 到 g 的 一 些 导 数 计算 的 公式 . 在 8$5.1 中 将 进一步 证 
明 ,平衡 解 z 当 g(x,)<0 时 稳定 ,gtr,) 之 0 时 不 稳定 . 


$ 1.4 奇 点 理论 初步 


本 节 我 们 介绍 奇 点 理论 的 基本 概念 和 定理 , 它们 是 我 们 用 奇 
太 理 论 方 法 研究 分 盆 问 题 所 必需 的 , 奇 点 理论 所 考 虚 的 对 象 旺 称 
为 " 尝 " 的 数学 概念 , 这 里 着 重 讨 论 “ 芽 空间 ”《 芽 的 全 体 ) 的 代数 结 
构 . 我 们 从 一 般 的 交换 代数 讲 起 ,并 将 证 明 重 要 的 中 山 
《Nakayama) 引 理 及 其 推论 ， 我 们 还 将 在 本 节 介 绍 Malgrange 预备 
定理 , 和 它 的 证 明 较 长 , 我 们 把 它 放 在 下 一 节 . 这 两 节 中 的 一 些 材 
料 可 以 在 ,例如 [LFej],[Mar] 或 [GGui] 中 找到 ， 


1.4.1 有 关 的 代数 知识 


我 们 惠 先 回顾 一 下 交换 代数 中 的 一 些 相 尖 概念 (交换 环 、 理 
想 .局 部 环 和 环 上 的 模 )， 然 后 证 明 模 上 的 中 山 引 理 及 其 推论 ， 熟 
瑟 这 些 内 容 的 读者 可 直接 进入 下 一 小 节 . 

设 流 是 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 , 即 史上 存在 两 个 二 元 运 
算 , 分 别称 为 加 法 和 刁 法 , 经 关于 吉 法 为 交换 群 ， 关 于 乘法 为 有 
单位 元 的 交换 半 群 ， 且 加 法 和 乘法 满足 分 配 律 . 称 环 哮 的 子 集 
他 是 沉 的 于 环 , 指 .和 是 加 法 子 群 ,， 且 对 乘法 封闭 . 

定义 工 4. 1 称 子 环 -*C 家 是 一 个 理想 , 指 对 任意 re .和 , s 
区 ， 有 rsE .9 称 理想 .四 可 由 子 集 ,sz 性 .8 生成 ， 指 . 么 是 舍 . 史 
的 最 小 理想 ,这 时 称 -学 中 元 素 为 的 生成 元 ;特别 , 当 生 成 元 


= 了 9 


集 -oz 一 {m，…，, 7,} 是 有 限 集 时 , 称 .zf 是 有 限 生成 的 , 并 记 .和 一 
PT， ns re 琶 


A “一 { Prisils 元 腔 | 
aa 1 
对 于 子 集 .中 ，. 石 守 鹏 , 记 
tr sr eh, 5 EA }, (4.1) 
2。 = {Drsln € Fs € A (4, 2) 


车 .所 和 .是 理想 ， 则 易 验证 :十 .2 和 所， 仍 是 理想 ,分 
别称 为 .2 与 .2 的 和 理想 与 积 理想 ， 进而 可 归纳 地 定义 攻 理 想 
A 
定义 1.4.2 称 环 呢 的 理想 .zt 是 极 大 的 , 指 姑 统 且 不 
存在 满足 -# 生 .? 斤 流 的 理想 .Zz 称 具 有 单位 元 的 交换 环流 是 局 
部 环 , 指 灾 有 唯一 的 极 大 理想 . 
对 环 哆 的 理想 .7, 定义 商 环 
/= {rr 二 |r 人}. 
可 以 证 明 ，.2C 统 是 极 太 理想 当日 仅 当 受 / 和 是 域 ( 习 题 1. 3). 
定义 1.4.3 设 多 是 一 个 加 法 交换 群 . 称 多 是 一 个 宏 模 ， 
指 存 在 运算 家 X 只 一 区 满足 ;对 Ya, a 多 和 Y¥ rr 六 和 统 ， 
:一 1:2， 
rea 十 Aa) = ra + ra 
ta 二 ra 
【Pio 一 大 (7 
1 一 以 
模 多 的 子 集 经 称 为 甩 子 模 , 车 它 仍 为 甸 模 .类 似 可 定义 关于 子 
模 多 ,的 贸 商 模 多 /={4+o1a€ 多 i. 
显然 环 受 的 理想 是 统 模 , 
定义 1.4.4 称 模 多 可 由 集合 乡 C 多 生成 , 指 史 = 统 * 5 
《参见 (4. 2) 式 )， 这 时 称 9 中 元 素 为 多 的 生成 元 . 称 多 是 有 限 生 
成 的 , 指 多 可 由 有 限 集 {fa，…， wj}C 多 生成 , 这 时 记 


二 本 时 


= Ra 2 《4. 3》 
定 光 1.4.5 床 有 限 生成 多 区 人 3) 是 自由 溉 模 , 指 ia 十 
… 十 Pi 六 和 嘿 ,， 一 和 前 六 一 人 一 闫 一口 ， 这 时 称 do 
的 ~- 组 多 基 
对 于 溉 模 吕 的 两 个 子 模 吕 ,各 ,， 类 似 于 (4.1), 记 
二 党 ,二 {十 aE ,bE 人}， 
则 钨 十 加; 仍 是 鹤 的 子 模 ,， 称 为 史 ,， ;的 和 ， 
定理 1.4.1 (中 山 引 百 ) 设 统 是 局 部 环 , -到 W 是 深 的 根 太 
理想 , 设 呈 是 有 限 生成 沈 模 (或 有 限 生 成 理想 ), .FF 是 深 模 (或 
理想 )， 则 哆 性 .多 当 朋 仅 当 多 人.Z 十 .有 。 多 . 
证 明 显然 ， 和 营 C 必 .时 党 C2 十 本 党 反之 ， 度 尝 忆 .2 十 
是 的 一 组 生成 元 . 则 
如 二 办 十 2 js 
而 和 ,ri EA, 1 所 7 了 
即 (I 一 闪 Ya 二 56, 其 中 44 是 2Xz 征 阵 人 Cr 天 是 下 Xz 单位 窍 阵 ，2a 
一 《al 行列 式 了 一 det 人 人 一同) 易 
页 dz 一 1 一 r,， rE 我 们 指出 dE 倪 可 道 ， 因 帮 不 然 , 4 生成 的 
理想 iQ) 必 会 于 (唯一 的 ) 极 大 理想 .下 中 , 即 dE.A. 于是 1=* 
十 各 一 7) 二 7 十 4E. 如 进而 , 吏 忆 HU 政 盾 . 让 det (7, 一 和) 可 
逆 , 即 存在 nxX#n 和 矩阵 8 一 (G30), 5sE 久 ,使 BO 一 A4)==I1,. 于 是 a 
一 有 ,这 说 明和 人 2， 1 所 i 二 1， 即 党 必 .2. 口 
用 0 表示 权 含 零 元 的 子 模 ， 
推论 1,4.2 设 吕 是 局 剖 环 ,如 是 深 的 极 太 理想 ,上 且 沪 是 
有 限 生 成 穷 模 . 着 铝 =.- 妈 ， 沈 , 则 加 二 0. 
证 明 在 定理 1. 4.1 中 命 .z=0 即 得 . 口 
推论 1.43 没 溉 是 局 部 环 , -YC 饮 是 胃 太 理想 ,加 是 有 
限 生 成 的 骂 模 , 则 商 模 人 号/. 帮 ， 吕 是 域 流 /. 上 的 有 限 维 向 量 
空间 ;3 且 若 z(ta)， KCae) 玉成 加 /CV ，, 这 里 wr: 光一 多 / 
CC， 深 是 自然 投射 , 则 a， a 生成 加 


Tr 


证 明 由 - 逐 ，( 有 /人 。 匈 ) 一 0 和 因 室 /和 。 史 是 咸 玉 / .A 
模 , 即 倪 /.A 上 的 向 量 空间 . 由 人 多 有限 生成 可 见 加 /A ， 吕 是 有 
限 维 的 . 设 zia)，… x(a) 张 咸 名 /4 aj 人 侈 ，j 二 1,…， 
胡 ， 并 记 = 入 {和 a， 4)}. 因 对 aE 光 , 存在 Qs aE RIA 
使 fkay 一 ciFtaiy 十 人 十 cr 战 存 在 天 和 开 贞 天， 
区 使 

da 

上 上 式 说 明 等 C.Z 十 . 素 : 等 。 由 定理 1.4.1, 泡 CF. 世 而 泡 二 交口 

这 里 顺便 指出 ,推论 1. 4.3 之 道 不 真 , 见 下 面 的 例 1.4. 8 中 ， 


1.4.2 芽 空 间 


奇 点 理论 研究 的 是 映射 的 局 部 性 质 ,“ 芽 ”的 概 念 刻画 了 睦 射 
局 部 性 质 ， 因 而 是 麻 点 理论 的 主要 研究 对 象 . 

定义 1.4.6 称 两 个 定义 在 原点 0€E 民 的 邻 域 上 的 鼎 射 六 U 
一 RR",， 和 g; V->R" 等 价 , 如 果 存 在 0E 恨 " 的 邻 式 WCUNYV 使 
得 | 六 =g|1W. 显然 ,这 在 由 0E€ 及 " 的 邻 域 到 及 "中 的 有 映射 组 成 的 
集合 中 是 一 个 等 价 关 系 ， 称 这 个 等 价 关系 的 每 个 等 价 类 为 一 个 芽 
tgerm)， 并 记 了 (本 ，0) 一 到 "为 映射 了 所 在 的 伞 , 特别 , 当 (0) 
二 0 时 , 记 为 

fF: (R00) — (R”,0). 

称 一 个 芽 是 C” 的 ， 指 它 含 有 CC”* 映 射 ,C” 芽 让 (了 ,0)-> 展 * 的 全 
体 允 (xn， mm) 组 成 芽 空 间 . 

显然 , 芽 空间 攻 (n,， m) 是 个 实 问 量 空间 . 特别 记 攻 二 人 2 (n， 
1)， 有 时 为 强调 FE 2, 的 入 变量 zxE 和 RR, 也 把 所, 记 成 专 . 

引进 运算 过 Xn 一 丰 (n，m) 为 

(fer) gr) fFES,, gES (Nn, m). (4.4) 
特别 , 当 n= 二 1 时, 这 也 纵 出 2 中 的 乘法 运算 , 使 得 .成 为 一 个 
具有 单位 元 (党 值 函数 节 1) 的 交换 环 ， 而 (4. 4) 式 还 可 使 呈 (a， 耿 )》 
成 为 区 模 .， 让 

Hn mC FE En m0) = 0}, 
Em 时 


AAR) 一 .本 (1，])， 
则 可 以 验证 2, 是 局 部 环 ， 而 -到 (wm) 是 台 , 的 唯一 的 极 大 理想 (本 
题 1.4). 在 = 取 定 时 ,我 们 篆 把 - 逐 6e 记 成 - 近 ， 
下 面 我 们 讨论 2 中 重要 的 理想 及 2(n， mr) 中 的 重要 的 子 模 . 
首先 容易 验证 - 攻 tn; 加 ?是 过 (Ca 9m) 的 子 模 . : 
对 ESG 2)， 记 产 (四 为 了 的 有 有 光 Taylor 多 项 式 映射 ， 即 
天 一 六 CE 十 Oo 直子 下 这 里 | 和 二 好 十 和 十 如 记 
A ln Mm) = {FE dn, mf = 0}, 
A 一 RN, 1). 
则 A 和 积 }》. 
命题 1. 4. 4 (ai 在 所 .中 的 堵 理 想 A 二 AH， ,之 1. 
(by - 巡 中 元 地 可 表 成 下 面 形 式 
fx} = RT) C4.5) 
证 明 (a) 显然 HU*CAhi. 下面 用 数学 归纳 法 证 明 .AC 己 
a 
当天 一 1 时 设 EA , 则 


ldfirr) 1 of o 
f(r) = | at 一 ),> ar dt 一 2 hl) 


其 中 (x) = | and 可 见 .FE . 笃 . 设 当 是 一 班 芝 1 时 .和 忆 
总 工 


A™. 则 对 了 EA (CA01), 有 f(x)= Drih(tr), 有 EEA,. 
故 
A CA A CA A At 
(Cb) 在 ta) 中 设 有 = 二 1 即 得 . 品 
《4.5) 式 表明 .有 = (zt 记 如 为 非 负 整数 集 ， 对 ce 一 
(EN'"， 记 
r= iz ce 一 | 十 … 十 |m|. (4. 6) 
设 & 之 1, 由 命题 1. 4. 4(a) 知 
A = {ral 一 天 
是 马 , 中 有 限 生 成 的 理想 , 而 


A mm) 一 {zeal = ,11m = A mn) 
为 (rn, mm) 中 有 限 生 成 的 子 模 ， 
平面 给 出 关于 模 去 Ca mm) 和 理想 有. 的 中 山 引 理 及 其 椎 论 ， 
由 定理 1. 4.1 知 
定理 1.4.5 设 - 旷 和 咏 是 名 模 过 (ay 囊 ) 的 子 模 ( 戴 是 如. 
的 理想 ). 若 .wf 是 有 限 生成 的 ， 风 eC 名 当 且 仅 妆 -rc 天 十 


A ep 口 
推论 1.4.68 设 一 Bl， yp fi Cn m), Bl "ss Bn 
EA+a， 则 


,nn 二 gis ， Fs; 十 外) 一 -多 

证 明 令 乱 = 攻 11 十 多 1， 六 让 : ft gt. 则 由 Fig 十 
MN 二 放 蔬 王 反 之 , 由 所 = (fi 十 g) 一 gi 知 . 史 已 王 
十 4， ex17， 册 定理 1. 4.5,-2C 洛 ， 0 

定义 1.4.7 对 子 空间 .xf CeECn, m), 称 -s7 有 有 限 余 维 ， 
指 其 余 维 数 有 限 , 即 

codirmer = dimte tn, m/e ) < oo0., | 

例如 -in 区 En 各 己 攻 ;上 宇 1 ;在 相应 的 模 和 

环 中 让 有限 余 维 . 
推论 1.4.7 加 措 如 (n,m) 的 子 民有 有 限 余 维 当 科 仅 当 

存在 这 >]1 使 itn m)CCer. 特别， 理想 .2CE, 有 有 限 余 维 当 
有 目 仅 当 存 在 下 社 1 使 C2. 

证 明 只 和 需 证 前 一 论断 . 充分 性 是 显然 的 , 下 证 必要 性 ， 设 
codim.z 一 ! 一 1， 由 于 

人 十 和 十 -天 (天 
CC A nn mm), 
有 
0 codimt er 十 A On 夫 )) S 
< codimt ae + Rn Mm) codime 一 上 一 1. 
上 式 中 间 夹 有 ! 项, 而 上 一 1, 故 必 存 在 ES ,使 
Codim (er 十 A ln 1m)) = codimt er 十 -全 HiCGa， mY, 


» “ 


于 是 Zn CA CA nm) 从 
而 由 定理 1 44.5, An 2)C. 口 

下 面 的 例子 表明 ， 祭 维 数 无 穷 的 理想 ( 子 模 )? 也 是 存在 的 . 

例 1.4.8 设 -A”= 门 和 ACG， 则 易 验 证 ; -4 是 地 ,中 
具有 无 穷 余 维 数 的 理想 , 上 且 A" 关 10}, A 中 元 称 为 平 志 芽 , 其 
特点 是 在 原点 处 的 任意 阶 导 数 为 0. 如 exp{ 一 1/ |‖ 工 | EA 
我 们 指出 , 由 于 = 二. ，A™， 据 推论 1. 4.2， -A 信也 不 是 有 
限 生 成 的 . 

但 显然 ,dim(_A /A A) 二 1. 


1.4.3 Malgrange 预备 定理 


Malgrange 预备 定理 是 奇 操 理论 基本 年 理 之 一 , 它 将 在 第 四 
章 中 用 到 . 
设 pE .An m). 拉 回 映射 为 
Cp = FRATD) YE o,. 
则 yw'* 是 环 同 态 ， 且 车 及 有 WEA GRR), 则 (yx 二 pp#* oy 
# ， 设 多 CBCn,， 可 ) 是 一 个 有 限 生 成 的 2 模 . 则 由 
frra=y fa,f Es,,a€ YG, 
得 到 运算 ZX 罗 一 多 可 使 名 (通过 ) 成 为 一 个 5 模 ， 为 使 名 
成 为 有 上限 生成 的 5 模 ， 需要 对 gp 附加 条 件 , 如 8 是 浸入 ， 即 
rank DeA0) 一 mr， 
命题 1.4.9 设 名 是 有 限 生成 模 , 量 gE (ln, ry) 是 浸 
入 ，-AVCE。 是 板 大 理想 . 则 
(a) PG 是 满 射 有 9p* -2 是 ,的 极 大 理想 . 
(by 咏 /g'.， 吕 是 有 限 维 向 量 空间 ， 
《c) 多 是 { 通 运 g’* 的 ) 有 限 生成 模 ， 且 若 
Bp A Rinta), ge 
其 中 到 : 史 一 吕 /y* A ， 加 是 自然 投射 , 则 之 = a 
证 明 ”对 空间 RR" 作家 和 分 解 , 有 R"= 流 (D gx0))EBV ,并 定义 
映射 


二 是 了 了 


h:CR*: Xx V0) ~—r BR”, 中 yy] = Pr) OY), 
则 DAC0,0)= 二 CDg(0) 十 Iqdy Je 为 VY 上 的 恒 等 映 射 . 因 YE 
-AA(n，m) 是 淄 入 ,利用 友 铺 数 定 理 可 知 记 局 部 可 递 , 因 而 存在 局 
部 微分 同 且 Etm; 1 使 上 -T= ° hxrs0) 二 (x, 0). 对 
EG,, 定义 了 EG 为 fr, WD 一 了 (7). 则 f= 人。 DD' 大 故 他。 
二 9 是 满 射 ,从 市 后 : .一 2 是 满 射 。 易 见 
9p 二 nn)，(b) 和 (ce) 可 由 推论 1. 4, 3 得 到 ， 0 

更 一 般 的 结论 为 

定理 1.4. 10 (Malgrange 预备 定理 〉 说 多 是 一 个 有 限 生成 
的 攻 摸 ， ypE CAR 人 -一 .人 ， 则 弛 (通过 了 休 ) 作 为 吼 。 模 
是 有 限 生成 的 当 且 仅 当 加 /rH， 加 是 有 限 维 实 向 量 空间 . 

定理 的 必要 性 部 分 由 推论 1. 4. 3 直接 得 出 ,充分 性 的 证 明 将 
在 下 一 节 给 出 . 这 里 我 们 指出 , 当 yg 是 浸入 时 , 由 命题 1. 4.9 知 
定理 1.4, 10 中 的 条 件 dim 多 /g* HA， 人 多 < 之 co 是 自然 满足 的 . 

下 面 绽 出 Malgrange 定理 的 一 些 应 用 . 

例 1.4.11 设 x: 及 义 民 "一 区 "为 投射 rr(ti, zx) 二 x, FES, 
满足 G0) 一 tg (t)，g(0) 关 0. 令 多 二 如. :/(F), 则 名 是 有 限 生 
成 的 如, - 模 . 事实 上 , 记 @, ,在 多 上 的 投射 为 让 , 则 元 1) 为 多 的 
生成 元 . 记 如. 的 极 大 理想 -(f 一 (x1，…，z,}， 则 通过 对 应 关系 
二 Fy 十 Czy EEG, 第 出 

BM BE EF, Ts, 1). 《4. 7) 
而 由 
FUr) — tgtt) = F(t, x — Pit, 0) 


fiaFC, sr) 
| ds dz 


一 Dh Ec, sr)ds 
可 知 ¢ 下 ， A Xn = ts Tl Te 芍 {4. 7) 六 由 ‘rcl1), nA) ， 
… X21 } 张 成 的 子 空间 ， 由 Malgrange 预备 定理 {定理 1. 4. 10) 
及 推论 1, 4.3 知 多 = 加 RTO) XT) (4 1) 故 对 每 个 GE 


-32+* 


党 =，* 存 在 gE 六 人 全- DSS j 委 :8 一] 四 司 


Gt x) = g(t, TIF x) 十 SC 
这 个 结论 称 为 “Mather 除法 定理 ” 
例 1.4.12 设 f&€ ,是 偶 函 数 芽 , 即 f(z)==f( 一 zx) ,我 们 
来 证 明 了 可 表 成 x 的 实 函 数 的 形式 . 设 Hr)=x?， 取 多 = 人 则 
当 是 有 限 生成 的 3 模 . 注意 到 yp， 光一 《7 , 这 里 == (tr)， 
前 祝 /y 二 慌 {x (1),， x Cr)}, 其 中 xz 为 自然 抽身 据 
Malgrange 预备 定理 , 多 通过 多 成 为 有 限 生成 的 模 ， 且 对 FE 
中 ， 存 在 而， 站 后 宛 合 
FT) = hx?) 十 hy Cr) 
由 zw) 二 了 (一 x) 知 上 二 0， 龄 (Cr) 二 所 (zx)， 
例 1.4.13 设 fE 是 轮换 对 称 函数 芽 , 即 对 (1，…， ?1 的 
任 一 置换 go, 记 g(r 一 《xavs -xemw)， 有 f(x) 二 
Flatz))， 记 
TI 
i 


TI I) = Tj, 
这 些 是 基本 对 称 多 项 式 . 则 go (9 ，…， R) EHNA(n, 四 取 多 = 
,由 于 

(yy 

十 长 一 1 TT) 
站 有 取 yy 二 zi 得 EF ， 深 ,1 二 1，-…, nn. 而 
Ta Oo Onode A ， 5), 

因此 对 于 多 恒 指标 集 B 二 {BB-1，0) |B 之 n}, 单项 式 集 1x? 
18EB} 是 加 /yr"-U 加 的 一 组 生成 元 ,这 说 明 了 可 写成 


fz) = RAATD YD) Gr, h, hs € 区 


AE B10 
区 由 于 对 {1， "ny 4}) 的 任 一 置换 Ts 有 


二 


fz) 一 Far) = RR) >) h(x or)s, 


BEBE? 
但 x 二 x 中 元 x 因子， 可 见 每 个 hsqlzr)) 圭 0， 这 说 明 ， 
每 个 轮换 对 称 荐 可 表 为 多 ,，…， 儿 的 函数 
了 (一 大 (人 十) 
注 1.4.14 由 例 1.4.12 和 例 1.4.13 可 见 ,“ 对 称 ” 函 数 可 以 
表示 为 一 些 基 本 的 “对 称 ” 函 数 的 函数 , 这 些 结 论 是 我 们 将 在 第 三 
章 中 介绍 的 Schwarz 定理 的 特例 . 


§ 1.5 Malgrange 预备 定理 的 证 明 


本 节 网 主要 任务 是 证 明 上 市 介绍 的 Malgrange 预备 定理 ( 定 
理 1.4.10)， 在 例 1.4. 11 中 我 们 曾 指出 Malgrange 预备 定理 荡 涵 
Mather 除法 定理 ， 这 一 节 中 我 们 将 证 明 Mather 除法 定理 剖 酒 
_ Malgrange 预备 定理 . 因此 我 们 在 证 明 Malgrange 定理 之 前 先 来 
证 明 除 法 定理 , 其 中 要 用 到 一 些 技 术 性 的 引 理 , 它们 的 证 明 在 本 
节 最 后 给 出 ， 


1.5.1 除法 定理 


例 1. 4. 11 的 结果 可 毅 述 为 
定理 1.41CMathery 设 人 2) 世人 了 假 多 了 "看 苇 人 满足 瑟 弛 ， 
0)=rg(t)}, gDIEDQ. 则 对 每 一 GE ES, I 存在 3 和 窑 ,， -及 iE 
0 一 1, 使 
生 一 | 
Glt, x) 一 gt, OF, x) 十 DOr) 《5. 1) 
j= | 


下 面 的 定理 是 Mather 定理 的 特例 . 


定理 1.5.2( 甸 项 式 除 法 定理 ) 设 (i, 2 人) ERXR',a= (mm， 
a sy oi) Pelt, a) =# + > a 对 区 二 心 或 了 用 Sm 
表示 区 值 C“ 函数 芽 ( 玉 "0)-* 区 的 全 体 . 则 对 任意 GEBH、 存在 
gE RS, EE DEjEL—1: 使 


= 号 本。 


£1 
GU Z) = gs rr DPlty OH Orr WH, (5.2) 


1=D 


我 们 证 明和 多 项 式 除法 定理 蕴 泗 Mather 定理 ， 
设 下 ,GE@. FG, 0)= 二 tg(t), 且 8g(0) 尖 0. 若 定 理 1.5.2 
成 立 , 则 下 和 避 可 表 为 
Fl, A) 一 g(t x Pl a 十 Drilr so, (5,3) 


点 -1 | 
Gl 工 ) = x PA oO) r(x (5,4) 
JJ 一 
由 (5. 3) 式 得 
RC— 1 
HE = g(t, 0, OF + PriC0, Oe, 《5. 5) 


1b 


1 
: . So 
0 一 红 G0, OFTe 人 0，0)F 十 二 下 049， OF (5. 6) 


i 二 Ql]. 
和 二 


比较 (5. 5) 式 中 的 同 次 短 ,， 知 一 (0，0) 王 0. 再 比较 (5.67 式 中 
的 间 次 贤 , 知 Do (0, 0) 是 以 一 g 40，0，0) 为 对 前 元 素 的 下 兰 角 
矩阵 注意 到 gq (C0, 0, 0) 二 g(0) 关 0, 故 由 隐 函 数 定理 , 存在 AE 
(ns) 使 410 一 0 旦 一 (Cr Atx)) 一 0. 代入 (5. 3) 式 得 
Ft x) = gty x, ACTIOIP, lt, ACrY). 
于 是 ,5(5, 4) 式 恋 为 
Gl XT 一 加 人 x ACTIIF TEE, r/o (ty x ACr)) 


业 一 ] 
十 Dr, 4Cz))0 


:=D 


这 说 明定 理 1.5.1 的 结论 成 立 . 
为 证 明和 定理 1. 5.2, 我 们 要 用 下 面 两 个 引 理 , 它们 的 证 明 可 
在 本 节 的 最 后 两 小 节 找 到 . 
引 理 1.5.3 设 下 :名 一 人 是 C 国 数 ( 看 作 了 到 到 各 身 的 映 
射 )， 且 7 一 可 CC 是 简单 有 曲线 ， 其 中 DC 是 区 域 . 则 对 色 毛 
站 


1[ F(z) 1 ar zd 
Fo 一 二 | d+ || 和 (WE(5.7) 


-| 人 1 

引 理 1. 5. 4CNirenberg 二 天 二 更， 设 局 EGE,, 则 存 杰 他 ” 国 
数 芽 右 ，( 作 XX 民 "XX 人 ,0) 一 全 ,使 

(Ca) GG zy 一 GC x}, 对 所 有 实数 

(by aae 在 实 轴 1zE Imz=0) 和 1zEE| 忆 (zz， 国 一 0 上 的 
各 阶 号 数 为 零 ， 这 里 P(tz, 0) 二 做 十 六 ons 

定理 1. 5.2 的 证 明 设 GE 达 ,, 上 且 设 GG: (CXR"XD, 0)— 
立 是 C” 国 数 车 ,， 满足 引 理 1. 5. 4 和 (b) 由 引 理 1. 5. 3， 


, _ 1[r Go, x, a) dyad 

Cw x ”下 一 2 二 | 号 9 Xx， yw | 
| Gy, 下 oy DD, oa) 2) 

2xailly PN, 0) 7—%w < 


/DD (9, x, a) P(r, 0) 
国民 Pitn, oa) 区 一 gd 5, 8) 


注意 到 
PW, oa) = Pitrw, a) 十 Vson, a — w), 
代入 上 述 避 的 表达 式 (5.8), 有 
Glw, 2 TT, 0 = gw T, WPA, a) Ty, CT Fw, 


可 一 用 
其 中 x 
1 {和 A 
dw, z o) =| y Pn a) (Ow) 
二 | CBE/ CD, zx, a) dnd ] 
Py, 好] 《入 一 到 六 “ 
_ GU TT 0) 
rilxs mw 一 二 | 五 人， 网 Sn oad 
aG/ 7 量 里 一 
二 | CaC7 9) CY, x, a) Be Si(， ac | 
再 取 过 二 t 马 集 , 即 得 定理 结论 . 口 


rm 


ss 


1.5.2 Maigrange 预备 定理 的 证 明 


由 和 1.4 中 的 分 析 ， 我们 只 需 证 明定 理 1.4. 10(5 即 Malgrange 
预备 定理 ) 中 的 充分 人 性, 这 可 归结 为 下 面 的 命题 . 

命题 1.5.5 设 光 是 有 限 生 成 的 加 寞 ， 同 到 ' 一 到 1 g(x， 
C1) 是 极 大 理想 . 车 
dimm( 多 /pr A 史 ) 之 oo0， 风光 (通过 9') 是 有 了 腿 生 成 的 名...1 模 . 

假定 命题 1. 5.5 成 立 , 我 们 来 证 明 Malgrange 预备 定理 . 

定理 4, 4. 10 的 证 明 如 上 一 节 所 指出 的 ， 只 需 证 充分 性 部 
分 . 设 VER 在 一 .Am ) CC 是 极 大 理想 . 

定义 灿 EE 十 m1 7 一 1 十 疯 ) 为 

DB Tr Ti YF) 一 【ro Tj yy EE Rr", 
1 所 7A 各 由 氏 XT) 一 Cr JT)) 给 出 漫 入 YE (na nn 十 mm). 令 
p= PE Flr, j— 1+m), 1 7 了. 
对 1 志 j 之 n， 册 P= ° pit ,有 
多 人 一 上 十 天) pA 1 mm) 
Cp A nm), 
则 
A HA CR A mm) 
CC A 1 mm), 
而 控 假 定 ,dim (Mj .+ 党)<co. 圾 有 
dim (M/A 1 + mm) YY) < 00, (5. 9) 

j=1, "+, 和， 由 于 是 弃 入 ， 所 以 由 命题 1. 4. 9, 常量 ( 通 这 多 
的 ) 有 限 生成 4。 模 , 而 名 = 加 。Y, 利用 命题 1.5.5 及 (5. 9) 式 中 
7 二 nn 情形 , 号 起 ( 再 通过 内 的 》 有 限 生 成 洒 -re 模 , 即 鹤 是 ( 通 
过 名) 有 限 生 成 的 ,14% 模 . 反复 用 (5. 5) 式 , 最 终 可 得 , 学 是 


(通过 产 ) 有 限 生 成 的 二 , 模 . 品 
命题 1. 5.5 的 证 明 设 
Gp A B= Rixa), ,Aas)}, C5. 10) 


“37* 


其 中 地 为 罗 到 55. 10)? 左 边 的 自然 投射 ,aiE 鹤 ,7 一 1 使 
{ra ,ACa4)) 六 左边 空间 的 一 组 基 . 因 yg* HH 会 于 .的 极 大 
理想 A 中 , 故 义 有 授 射 x ; 多 /8* AH 。 多 多/ ， 多 从 而 
BG/ A Go Rr AA) ,ro (ax 
由 中 山 引 理 的 推论 1. 4. 3 知 
G = Ba, ,ay)}. 《5. 11) 
利用 (5.11) 可 把 yg* -KK， 多 中 元 g 表 成 
g— 2 80 BiE yA EB,, 
的 形式 ， 于是， 由 (5. 10), 学 中 元 4 可 表 成 
a 一 3 十 万 )aiy ci E 了 fh E pA GE. (5.12) 
特别 ， 对 于 EL, Xai 伟 党 可 吉成 


na = Vest fe, cER, fey Ro. 


和 1 
或 > (zi 的 一 oj 一 万)a 一 D， i 二 ]，… ,此 . 今 
P{x, os, Xa) = dettrd, — eco OO— fi). 
由 Cramer 法 刚 央 ,Pa 二 0, 1 所 ?所 因 E(tg A ， 故 
folris 0 0， 的 一 0 Er 0, 0 一 qdet(zib 一 c 门 是 关于 z 
的 次 数 不 超 过 头 的 多 项 式 . 设 
Plx., 0， 站) 一 党 有 (zl ED EO 1 

对 于 (5. 12) 式 中 的 方 E (9 -在 )B,， 由 Mather 除法 定理 { 定 

理 1. 5. 1)， 


: i—1 
Fi 一 WP 十 > R(xa, "sy ae XT1. 
i 一 必 
注意 到 Pa 二 0, 故 
上 4 一 上 
a 二 > (Cea; 十 > R(x ss TI. 
1 二 让 


这 说 明 
BG pe {rali= 0 1;1 = 1,",k}, 
即 稼 (通过 六 ?作为 6,-, 模 是 有 限 生 成 的 . 0D 


.4 


1.5.3 引 理 1.5.3 的 证 明 . 


对 F; CC， F=f/+ig, 二 并 十 1. 对 wD, 取 em0 恒 以 
w 为 心 和 = 球 的 闭 包 Bo) CD. 令 D:D\B(tw), Y=5 DD.= 
YUS., 其 中 S 一 3B(rn. 则 


| F(z)dz = [ (f + ig) (dr + idy). 


利用 Green 公式 及 
dar = /Rt Naz2, ddy = 19/0¢ ~ 10/0%, 

知 上 式 有 有 这 瘀 
| f+ 1g) 2 18) 


一 -一 由 3 dad3 ER 


用 玉 (e)/(z 一 ww) 代 替 上 式 中 的 F(z), 并且 注意 到 一 一 在 PP. 上 全 


drdy 


| 


EO 名 3 有 一 玫 


AF 
元] (Ce) 


一 Te 
由 于 
mp [加 
Fie) dx 一 | wt ee) 
. ge 


SE 


a (Cee 


局 


一 | ze 十 Ed 一 SAF Cw) 
在 


(e+ 0 ), 
1 Flix) 
Fw) = 项目 ,天光 dz +| | 0D 


1.5.4 Nirenberg 延 拓 定 理 的 证 明 
Nirenberg 奸 析 定理 ( 即 引 理 1. 5.4) 的 证 朋 要 用 到 下 而 重要 


s 


的 Borel 定理 : 
引 理 1. 5. 6(Borel) 设 { 廊 )uesn 是 定义 在 0E 相 "的 紧邻 咸 及 
上 的 CC 函数 族 , 则 存在 定义 在 0E 民 "XX 下 ”的 邻 域 上 的 C~ 函 数 到 
使 得 
(a /a 0 = f(y), Yate. (5.13) 
证 明 ”我们 对 ”六 1 作 数 学 归纳 法 讨论 . 设 上 述 结 论 对 一 切 大 
< 成 了 并， 设 {f)oeert! 是 定义 在 0ERR" 的 紧邻 域 K 上 的 CC” 函数 
族 . 则 给 定 0, 对 C”“ 冰 数 族 {fi. sy)ieiw， 由 归纳 假设 ,存在 0E€ 
及 "XX 展 " 邻 域 上 的 C” 函 数 Fi 使 得 
(9 /arT FA0, 9) = fu nty), YaEtN. 
设 千 , 工 ， Y) 七 及 XX 妥 "XR", 则 对 {Fi}ew， 存 在 定义 在 0ERXxR* x 
了 及 ”的 领域 上 的 CC 了 通 数 下, 使 
(F/IF OO x, = FF, yi 0. 
于 是 
Ca ar FO, y= fi VY aE Rt, 
因此 下 面 只 需 证 明 ”一 1 时 结论 成 立 . 
设 {fihao 是 定义 在 展 * 的 原点 紧邻 域 K 上 的 C 函 数列 ， 取 
C™“ 消 数 p; 到- 及 使 


| 1 
]， < 二 站 


0， ix| 衬 1. 
说 {6} 是 一 个 赵 于 正 无 穷 的 正 数 序列 ， 令 层 X 民 ” 上 上 冰 数 


Flz, 一 > For) fi yz (5.14) 


= 


由 于 |x| 之 1 时 pz) 一 0， 故 上 式 右 端 是 有 随和 ， 从 而 F(zr, y) 
有 意义 . 
我 们 将 适当 取 {z} 使 (5. 14) 式 定义 的 请 满足 本 引 理 要 求 , 给 
定 sEN 及 aEN", 对 (5.14) 右 边 的 通 项 求人 6*， 四 次 导数 .注意 到 
存在 常数 天。>0 使 pm(z) 扫 区。o(r), 当 sc 时 ， 
.10。 


诗 + lz| 
| Ar' dy" 


[十 eceeAcooz | 


ri Ce rl (ft 
注意 到 当 |x | 六 #4 时 p(ttx) 一 0, 故 存 在 常数 M, 实 1 使 上 式 右 边 不 
超过 


la sl 站，， | _， 
< | fw | i el “。 


有 一 Mi ee, 

吾 六 2M4i 则 可 见 (5.14) 式 右边 在 民 XK 上 ~ 致 收 敦 . 因此 下 是 
及 XK 上 的 C” 函数 . 易 见 (8/3z)FI0, y) 二 f(y) ,因而 nn 二 1 时 结 
论 成 立 . 口 

对 于 fEB, 记 jf 为 的 Taylor 展 式 ,这 并 不 一 定 收 钱 ,因为 
了 不 必 解 析 . 但 由 引 理 1. 5.6, 我 们 有 

推论 1. 5.7 对 任意 元 形式 堆 级 数 yw， 存在 /ES 使 jf 一 
纹 加 

推论 1.5.8 设 V 和 多 是 民 " 的 子 空 间 ,， WV 十 WW 二 RR". 设 g, 记 
是 定义 在 0E 民 的 邻 域 上 的 上 < 图 数 ， 满足 

T(x) 一 2 hr), VE 页 ,ae 对 

则 存在 定义 在 DER" 邻 域 上 的 C 国 数 使 Ya 后 过 "， 


lal 

二 gz， zxEV, 
aIF Dr" 
3 2 


一 之 后 本 


证 明 不 妨 设 二 0， 让 是 因为 基 让 是 g 一 Rh 和 0 涵 数 的 延 
拓 ， 则 下 二 玉 十 h 是 g 和 上 & 的 延 拓 . 取 于 上 的 坐标 yyy，…， yr 使 
V={y|% = = 一 0}, 二 1y|yjn 二 二 一 0)， 据 引 理 1, 5. 
6, 可 取 正 数 序列 人 } 使 lim# 二 十 oo 且 


oa a la 
Fey) 一 > 2 2 gc0, ‘es Mil Yr ta YY 


是 0E 票 * 邻 域 上 的 “图 数 ， 其 中 立 一 {Aas "ry jr 0 , -0,0Cy) 
一 PCy"plyj). 易 见 
sl = 


2 _ alg | 
a 时 NN ， 
Cy) 0 =- 写 《37) i ¥Y PER 


3] 一 


对 yEW， yj 二 一 yi 一 0， 这 时 (3/9y Cy) 中 每 项 全 有 形 恕 
Colg/ay (0, … 0, yeris 一 3%) 的 因子 . 由 于 (0,， 0 yeri; 
EVNW, 故 由 所 设 知 (aa (3 一 0， 0 

推论 1.5.9 设 (x) 是 定义 在 0E 恨 " 孝 攻 上 的 C 复 值 通 数 ， 
六 是 他 ”上 的 一 人 


X(T) = X(T) 5 


广 ;:] 民 " ce j=]: 
出 存在 号 义 疾 OC 机 Xe 邻 过 上 的 C” 复 值 攻 数 ,使 和 
(a) FOO, x)=f(r), Yr; 
Cb) 3F/H 和 XXF= >， _,Xj9F/9xj 在 (0, x)E 有 RX 恨 " 处 的 各 
证 明 ”对 {让利 用 引 理 1.5.6 得 到 下 . 0D 
引 理 1. 5. 4(Nirenberg 延 拓 定理 ) 的 证 明 对 作 归 纳 . 二 0 
时 ， 户 (= 三 1. 设 z==t 十 is， 则 


取 和 一 区 aa)， 由 推论 1. 5.9， 对 CC“ 函 数 GGt， zx) 存在 C” 酒 数 
Gz, TI) 杆 GO T=GU xz) YtER 和 rER, BA 和 XG 
一 ;也 各 在 * 一 0 处 有 各 阶 相同 的 导数 ,因而 红 /2z 在 实 轴 {zlJmz 
一 0} 上 各 阶 导数 为 零 . 

假设 一 1 时 结论 成 立 , 我 们 证 明 上 时 ， 存在 和” 函数 EE(z,z， 
A 和 下 (Cz ,1A) 使 

0D 世 和 下 在 {xz|Pi(z,2) 二 0) 上 各 阶 导数 相等 ; 

{iy 玉 是 G 的 延 拓 ; 

(ii) 2F/az 在 {z|Imz 二 0} 上 各 阶 导 数 为 零 ， 

(iv) 对 M=F|{z|Pi(ed) m0}, OM/E 在 {z| C3P,/3e) (2,4) 
二 0} 上 各 阶 导数 为 零 ; 


填空 于 


Cv) 9E/Bz 在 {xz|Pilz; 办 二 0} 上 各 阶 导 数 为 零 . 

因 车 这 样 的 玉 和 下 存在 , 令 妈 = 二 Plz, 办 三 Pi(z,A),X 二 (1， 
.考虑 EXCEXC 1 上 的 举 标 变换 (z,,XDH>(z, ua)， 这 
时 集合 'z|Pi(z;) 二 0} 和 集合 !zxlx=0} 相 同 ， 于 是 由 推论 1. 5. 8， 
存在 C* 孙 数 G(z, az) 使 C 一 已 在 zz 一 0 上 为 平坦 国 数 ,从 而 G 一 
下 在 实 轴 Imz 一 0 上 为 平坦 函数 . 邦 由 个 ) {省 ) 和 Civ),G 即 为 所 

下 面 证 明 到 和 下 的 存在 性 . 

考虑 坐标 变换 守 一 C4 Ah Dr CA 1)=X'， 
令 天 二 一 (9P/az) (39/32). 由 归纳 慨 设 ， 存在 CC 函数 于 (z，z， 
a9) 使 CG， TA 一 GO XR 2M 在 {iz|Imz 一 0} 太 
{tz1P_i(zyA") 二 0) 上 为 平坦 隔 数 ， 因 此 {XiM}) 是 C” 函 数列 ,由 
引 理 1 5. 6 存在 CC” 图 数 F(z, zx， ww; 使 


Friz, Es A 一 > HPO la IX Mz, z, 由 了。 
f= 


这 里 的 {8} 可 适当 选取 使 玉 满 是 (外 和 (i). 萄 验证 下 也 满嘴 (iv). 

由 推论 1. 5, 9, 存在 C“ 涌 数 右 满足 

Ca) 巨 一 下 在 x 一 0 上 是 平坦 函数 ， 

fb) aE/9z 十 (3P/9z) (C3E/38) 在 一 0 上 是 平坦 函数 . 
注意 到 tz, zx 下 的 向 量 场 3/ 引 十 (3P732) 1(3/B0) 即 为 (zx, 和) 下 
的 3/9z, 故 (a) 和 (h) 表 明 们 入) 成 立 . J 


习 题 一 
1.1 设 有 边 值 问 题 
上 = du/ds 十 (一 三 | wadsyu 一 避 ， 
ut0) = w(x) = 0. 
证 明 对 每 个 下 整数 ,在 4 一 如 附近 下 有 分 含 解 , 即 诛 方程 的 非 零 
和 解 , 为 志 一 yz sin ks， 其 中 Ap 各 及 满足 并 = 一起， 
1.2 设 己 :本 关 取 一 及 2 由 下 式 给 定 
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Zu 一 2 十 2 十 2 一 让] 

2 一 到 十 引 夺 十 碍 一 3 | 

用 Liapunov-Schmidt 简约 证 明 下 一 在 原点 附近 有 树枝 分 贫 , 并 
讨论 微分 方程 


Fla + lard) 一 


Adu/at = Fluy A sn = {usta)’, 
平衡 解 的 稳定 性 ， 

1.3 设 妥 为 带 恒 等 元 的 交换 环 ，.ZC 深 为 理想 , 证 明 : .2 
为 极 大 的 当 且 仅 当 商 环 鹤 /.4 为 域 . 

1.4 证 明史 .是 局 部 环 , 是 . 逐 是 吧 的 唯一 的 极 大 理想 ， 

1.5 证 明 每 个 有 有 限 余 维 的 理想 是 有 限 生成 的 , 举 出 一 个 
具有 无 限 余 维 的 有 限 生 成 理想 的 例子 . 

-1.6 在 芽 空 间 用 (n,m}) 中 可 引进 拓扑 如 下 ; 对 于 这 0 ， 记 
映射 下: 一 n,m) 的 值 空间 为 胸 ( 关 一. 产 (es， x),， 这 是 
由 tr, mr) 中 次 数 二 的 多 项 式 组 成 的 向 量 空间 , 它 有 有 限 维 ， 
因而 有 一 自然 拓扑 . 定义 集合 UCein， mm) 为 开 集 当 且 仅 当 对 任 
意 0， 广 ( 品 ) 为 下 tn, m) 中 开 集 . 证 明 这 样 的 开 集 组 成 8(n， 
za 中 的 拓扑 CWhitney 拓扑 ). 该 拓扑 不 是 Hausdorff 的 . (比如 
Fn, m) 中 的 平坦 元 属于 0 的 任 一 邻 域 . ) 


二 


第 二 章 ” 单 变量 分 岔 理 论 


单 变 量 分 贫 理 论 研 究 具 有 一 个 状态 变量 的 分 贫 问 题 , 它 能 帮 
助 我 们 理解 冰点 理论 方法 的 特点 ， 同时 也 有 着 广泛 的 应 用 . 这 里 
有 两 个 核心 问题 要 解决 :一 是 对 此 个 给 定 的 分 贫 参 数 4 确 定 分 从 
方程 Fz,i 一 0 的 解数 : 另 一 个 是 对 拢 动 后 的 分 允 图 进行 分 类 . 
前 者 归结 为 识别 问题 , 即 设法 通过 分 岔 问题 了 的 Taylor 展 式 中 的 
有 限 项 来 确定 其 分 倪 图 的 结构 ;后 者 归结 为 普 适 开 折 问题 ， 本 章 
围绕 这 两 方面 展开 . 前 二 节 着 重 讨 论 识别 问题 ,我 们 先 在 $ 2.1 
中 引进 ( 强 ) 等 价 的 概念 , 由 此 导出 的 贺 道 切 空间 和 内 更 理 加 是 
§ 2.2 中 解决 识别 问题 的 基本 工具 在 82. 3 中 我 们 介绍 关于 普 
适 开 折 的 基本 结果 , 并 在 82.4 中 对 于 初等 分 岔 问 题 作 一 小 结 . 

在 单 变 量 分 岔 中 还 可 以 引进 五 对 称 ， 形 成 Zs 等 变 分 盆 理 
论 . 这 是 一 种 最 简单 的 非 平 凡 对 称 性 分 岔 , 它 兼 有 (无 对 称 ) 单 变 
量 分 侈 和 对 称 性 分 兮 的 特点 , 并且 也 有 着 重要 应 用 (如 对 于 Hopf 
分 命 ), 我 们 将 在 本 章 § 2.5 和 8 2.65 中 介绍 这 方面 的 内 容 . 

本 章 的 材料 多 取 自 [GSc5j 一 书 , 第 四 章 将 把 本 章 的 结论 推广 
到 一 般 , 困 而 本 章 有 一 些 基本 和 定理 的 证 明 将 放 在 第 四 章 中 进行 . 


$ 2.1 轨道 切 空间 


轨道 切 空间 理论 是 解决 识别 后 题 的 基础 . 本 节 先 提出 ( 强 ) 等 
价 概念 ,并 由 此 引出 识别 问题 和 轨道 切 空间 的 概念 ;然后 介绍 轨道 
切 空间 的 基本 性 质 ; 最 后 给 出 ( 强 ) 等 价 的 一 个 判别 方法 . 


2.1.1 等 价 利 强 等 价 
我 们 在 1.1 中 已 提 到 强 等 价 的 概念 , 现在 把 它 确切 地 表述 


s 5 * 


出 来 . 我 们 先 从 单 变量 分 岔 问题 讲 起 , 单 变量 分 倪 理 论 讨论 变量 
(zx;A)EE 良 X 亡 的 C” 芽 
(了 肥 X 芭 07 一 取 ， 
我 们 记 这 样 的 芽 的 全 体 为 @ 这 是 一 个 局 部 环 , 其 极 大 理想 为 
.党 一 zl 据 31. 3 中 Liapunov-Schmidt 简 欧 的 结果 ， 单 变量 
分 倪 间 题 可 看 成 是 G-.: 中 满足 
gf00) = g.(0,0) = 0 (1.1) 
的 芽 g. 回忆 定义 1.1,2, 记 关 于 参数 AE 民 的 C* 芽 A;( 区 ,0) 一 良 
的 全 体 为 @,. 
定义 2.1.1 称 两 个 剃 变 量 分 岔 问题 g, hE 等 价 , 记 作 g 
~h， 大生 在 芽 义 ， SEF 和 AESG,, 使 
下 (一 Str AEtXCrT A AA), {1. 2) 
其 中 SC0,0) 汪 0, 及 (0,0)==0, 基 ,(0:0) 守 0 入 (0)>0, 特别 ， 
当 (1, 2) 式 中 的 440) 一时，g 与 上 称 强 等 价 ,并 记 作 E 一 六 
注 2.11 S00,0) 汪 0, (0,0) 汪 0 和 不 (0) 守 0 北 酒 在 (0， 
0)EE 有 RX 及 的 某 邻 域 上 , 5>0, 上 且 (z 一 (和 (zhi)) 是 微分 
同 胚 , 从 而 上 述 等 价 性 其 等 价 关系 记 入 (8 ,四 为 满足 gr;A) 二 0 
的 工 的 个 数 . 当 g~h 时 ,由 关系 式 (1,2) 不 难 验证 , 对 于 0E 了 及 附 
近 的 ji 六 (二 旭 王 Ng AT)， 即 等 价 关 系 保 持 问 题 的 分 岔 情况 
不 变 . 
可 以 从 命题 1. 1.3 引出 识别 问题 的 概念 ， 
例 2.1.2 设 六 5Ec 则 
(a) 了 与 Ar 一 x*《 树 校 分 命 ) 等 价 的 充 要 条 件 是 在 zx 一 4 一 0 处 
f=,.= /f= ho0, fTO0, fu>0,. 《1.3a) 
(b) g 与 刀 十 下 5( 双 机 尖 点 ) 等 价 的 充 要 杀 件 是 在 xz 一 4 一 0 处 
后 一 后 .一 8 一 有 re 一 gu 一 0 gr > 0 gu > 0. (1. bb) 
如 图 2. 1. 1. 
必要 性 的 证 明 (a) 我 们 这 里 只 证 明 必 要 性 ， 充 分 性 的 证 明 
风机 2. 1.8， 记 
7 一 如 二 or oa or 十 上 ETA 十 es 十 hot， 
《1; 437 


二 二 


这 里 h. et 表示 务 数 高 于 前 面相 应 各 项 的 高 阶 项 5 下 同 ). 设 
fF~Ar 一 x 则 
fra = Sr A A REr A — CRCrAYY], (1. 4b) 

其 中 

SrA = So hh., o.t, 

X(TA) 一 Ar 十 h.o.t, 

ACD 二 a 二 h.o.t， 
且 s ,4 和 < 均 正 实数 ,经 (1.4a) 与 (1. tb) 式 比较 ， 全 :二 
一 人 一 和 050 


类 似 可 得 中 ) 的 必要 性 . 
[adz 一 23 的 分 苗 力 Ch} 十 六 的 分 萝 图 


图 2.1.1 树 技 与 双 刷 尖 点 
我 们 称 (1. 3a) 和 (I. 3b) 为 其 相应 的 分 倪 间 题 /和 g 的 识别 条 
件 , 并 称 代 一 < 和 十 必 为 了 和 g 的 正规 形 . 从 例 2.1.2 可 见 ， 
通过 -个 分 盆 问 题 的 Taylor 展 式 中 有 限 项 所 满足 的 一 些 识别 条 


件 就 可 以 判定 其 分 侈 类 型 . 
注 2.1.3 由 例 2.1.2 可 看 出 . 了 的 识别 条 和 件 (1, 3a) 相 当 于 
frsd) 一 Ar BAr 二 ptrA), C1. 5 


其 中 EWI 十 (0) 十 ( 玉 ),a 芝 0 之 Bb. 经 尺度 变换 还 可 使 a= 
一 1,5 一 1, 我 们 称 了 的 Taylor 展 式 中 系数 必 为 零 的 项 为 低 阶 项 ， 
妈 (1. 3a) 中 使 系数 为 0 的 各 项 ; 称 (1. 3a) 中 非 零 系数 对 应 的 项 为 
中 阶 项 ; 称 p 的 各 项 为 高 阶 项 .不 同类 型 的 项 有 着 不 同 的 处 理 方 
式 , 这 是 下 面 解决 识别 问题 时 需要 重点 考虑 的 . 


2.1.2 雪 道 切 空间 
邵 困 把 分 全 问题 g 的 等 价 类 看 成 莹 空间 中 的 一 个 “ 子 流 形 ”， 


下 


g 的 轨道 切 空 旬 就 相当 于 该 “ 流 形 "在 g 处 的 切 空 间 . 对 分 区 问题 
BEG 记 的 等 价 类 

= {AE lh ~ g}. 
考虑 纪 中 过 g 的 一 条 针线 

hr At) = SryAtIpCR TA) ,ALCATELY)Y, 
其 中 SCr,A0) 二 1,RCz A10) 一 z1 以 C0,0,7) 一 0, A(A,0) 二 4 和 
4(0, 间 一 0. 上 式 关 于 t 在 :二 0 处 求 导 得 
hrsAi0) = STA OBCT ND) 十 ET A RCT, A, 0) 
二 gtr A ACA,0), Cl. 6» 


这 里 我 们 用 一 点 来 表示 对 : 求 导 ( 下 同 ). 饭 见 着 (0,0,0) 二 0， 


AC0,0) 二 0, 即 切 向 量 (1. 6) 式 可 吉成 ag 十 gb 十 gx 形式 ,其 中 必 
bE 和 cES, 满足 
650,0) =0, cc(0)=0. 《1.7) 

妇 一 方面 , 对 满足 (1.7) 的 任意 a,5€E@,.w 和 cE, 令 

hizsast} 一 《GE 十 了) 三 (本 (区 这 ra tA)). 
网 | 充分 小 时 ; AC* ,下 一 下， 且 下 (。 0) 一 ag 十 g 必 十 gx， 于 是 我 
们 有 下 面 的 定义 ， 

定义 2.1.2 分 盆 问 题 g 的 轨道 切 空 知 定 义 为 

Tg) 一 {ag 十 gb + gxlad E GL CE 二 
p00 = 6, ct0) = 9}., 

需要 指出 的 是 ,GE 和 cc 因 满 足 (1. 7?) 式 , 利 用 命题 

1. 4.4(Cb) ,它们 可 表示 为 65=x 十 Boh 了 EG, 和 cA 一 1 (0)， 


国 而 TCg} 可 写 帮 
Tg) 一 {ag 十 而 YE + Bede 十 cag ab E Bas CE Bl 
= (gyXgidgs) 二 (Ag): (C1. 8) 


其 中 9.{4g1} 表 示 2g, 在 芽 空 间 32, 上 生成 的 模 . (1. 8) 式 给 出 轨 
道 切 空间 人 Cg) 的 计算 公式 . 了 (g) 是 2., 的 子 空间 , 不 必 是 理想 ， 
但 如 上 果 我 们 仅 限 于 考 虚 强 等 价 , 《1. 6) 式 中 的 AC4,0) 三 0, 则 
(1,8) 式 变 为 {(g ,zg dgs:);, 这 是 ,中 由 8,zxgs 和 hg: 生成 的 理 
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和 


想 ， 记 之 为 
及 工人 >) = gra, Agr). 【1,. 9) 
定义 2.1.3 对 王 分 岔 问题 g; 由 (1. 9) 式 定义 的 RTCg) 称 为 
< 的 限制 切 宁 间 ， 
易 见 ,RTIEJ)CTIgED)C. 和 而 车 MgsERTI8g)， 则 RTCg) 一 
了 (g). 下 面 的 例子 正 属 这 种 情形 ， 
例 2.1.4 设 久 士 1, 高 = 土 1 (a) 友 一 让 对 十 忒 1 这 里 h 滨 


全 
2. 由 也 xX8: 一 xr 太 A=—B {gO— 人 D2) 和 Mr ATCRT CE). 义 因 局 
了 gryAgoaAgiE ze Ah， 故 
让 (Ba 十 人 和 一 了 TS 十 和 = (th) = A 二 (ND, 


易 见 ， 上述 结 果 又 可 写成 
Tr) 
={f€ Galf(0,0) =—f,(0,0) = i f0,0)=0). 
类 似 可 得 
(hb) TB oAr} RT r+ Ar) 
一 -和 AA kk. 
Ce) TO rR) =RTOGOzr :+O 
— A A xr) ks2. 
(Cd) 证 (8 十 可 12) 一 RTC8z3 十 Bo 一 -3 十 (下 》 
定义 2.1.4 称 gEds: 余 维 有 限 或 有 有 限 余 维 , 指 RT(s)? 在 
2 中 的 余 维 数 有 限 ， 
据 推论 1. 4.7， RTCg) 余 维 有 限 当 且 仅 当 存 在 * 守 1 使 


A CC RTCg) (1, 10) 
因 RT(g) 是 有 限 生 成 的 ,由 定理 1. 4.5,(1, 10) 等 价 于 
CRTCE) + e+l， (1. 11) 


下 面 的 例子 表明 , 余 维 无 限 的 分 岔 问题 也 是 存在 的 . 
例 2.1.5 设 呆 中 号 .有 设 gEtp .我 们 来 证 明 codim 
RTCg) 一 ce， 闵 不 然 , 存 在 1 使 人 110) 成 立 . 记 8 二 h， 则 由 
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8 = Rh PFE PP 
知 RT(e)={g} 二 -Hlg2) 坟 (人 .可见 
MC (pp). (1, 12) 
特别 有 x*€ Py， 于 是 可 珍 成 
PTA C= TACTD, P00) 天 0，7 之 1. 
由 此 牙 出 站 各 5 喀 ， 但 这 与 (1.12) 式 矛盾 ， 
现在 我 们 考察 轨道 切 空 间 在 等 价 变换 下 的 变化 . 设 5S,XE€ 
EE 满足 
SC0,0) > 0,K.0,0) > 0, 和 0,0) = 0,AC0) = 0,4(0) > 0. 
记 多 = CS, 琅 ,4A) 及 
(Ber = Sr atx rN AY. 
则 有 
”命题 2.1.6 TT(Ge)=SBT(g), RT(Bg)=BRT(g). 
证 明 ”本 命题 可 利用 (1.8) 和 (1.9) 式 直接 验证 ,或 参见 命题 
4. 2. 1 ,命题 2.1.6 是 后 者 的 特例 . 口 


2.1.3 执 道 切 空 间 的 基本 定理 及 推论 


关于 轨道 切 空 间 的 一 个 基本 结果 是 : 
定理 2.1.7 设 g,pE@, 
(a) 才 人 (gtitp) 二 了 Cg)yY¥ tfEL0,1j; 则 
gt+ip~g;: Ye Ld,1l. 
Kb 车 及 TIg 十 ip) 一 RTCS) WEE[T01]，, 则 
g++ip~g, Yt€e [0,1]. 
证 明 本 定理 是 第 四 章 的 一 个 一 般 狂 定理 的 特例 ,参见 注 
4. 3. 2. 品 
例 2.1.8 作为 上 述 定 理 的 应 用 , 我 们 来 完成 鲍 2. 1. 2(a) 中 
充分 性 的 证 明 , 由 此 也 完成 命题 1. 1, 3 的 证 明 . 
对 于 =Ax 一 xz*， 由 秽 2. 1. 4Cb)，RT(A) = 二 .AV 十 -YUY. 据 
定理 2.1.7(b), 并 利用 注 2.1.3 的 说 明 ， 只 要 证 明 当 pE€ -到 "十 
-AIA 十 《BV) 时 , 由 gg = 二 衣 十 tp 给 出 的 8 满足 


" 生 履 昌 


RT{g) = .本 3 十 (0. 
注意 到 za ,Ap 十 ?0D 十 ( 玉 ) ,上 上述 等 式 是 不 难 验证 的 ， 
注 2.1.9 称 分 岔 问题 所 是 有 限 确定 的 , 指 存在 天 使 /~ 
关门 ,这 里 关门 的 天 次 Taylor 多 项 式 . 
作为 定理 2. 1,7 的 一 个 推论 ,有 
推论 2.1.10 着 EE,,; 有 有 限 余 维 , 则 是 有 限 确 定 的 . 确 
切 地 说 , 若 AAACRTCP ,R=1, 则 二 产 (站)， 
证 明 记 p= 产 (有 一 fE .Ar+1， 则 对 任意 tE[0,1],i1p， 
txprortap EACNACRTEOA), 帮 RTLF+tip)CRTC， 反之 ， 
fF—(f+tp)—ipE RT(OEE) 十 A 
CRTCF + ip) + -ARTOA. 
同 理 zf ,AF.ERTO 一 tp) 十 .HRT( 刘 . 豆 
RTCOFY CRTO + ip) + ARTOA. 
由 中 山 引 理 ,RTCDCRT(CFTtp). 因此 RT 有 =RT(f 十 1p). 于 
是 由 定理 2.1.70b) ,ftp, 特 别 ,f 一 产 ( 放 ). 口 


32.2 内衣 理想 与 识别 问题 


李 节 我 们 介绍 的 内 盘 理 想 是 研究 识别 问题 的 基本 工具 ， 在 本 
市 最 后 我 们 将 利用 一 些 特殊 的 内 列 理 想来 解决 识别 问题 . 


2.2.1 内 切 理 想 


内 副 理 想 是 在 强 等 价 变换 下 不 变 的 理想 . 确切 地 说 ， 

定义 2.2.1 称 理想 .2CE., 是 内 蕴 的 Cntrinsic), 指 对 任意 
EB 车 有 gE 使 gh, 则 EY 

命题 22.1 (a) .Ht ,iA) 是 内 落 理 想 ， 

《b) 若 . 印 , 史 所 @ 是 内 莹 理想 , 则 . 包 十 . 兄 和 .2.9 也 是 内 
萄 理想 . 

《cy 形 好 

. 5] 。 


LA 十 .用 十 十 (in 《2.1) 

的 理想 是 { 杂 维 有 限 的 } 内 苞 理 想 . 

证 明 和 留 给 读者 (见习 题 2, 1). 0O 

我 们 将 在 定理 2. 2. 3(d) 中 指出 ,2,,: 中 余 维 有 限 的 内 蕴 理 想 
总 具有 (2. 1) 的 形式 . 

注 2.2.2 确切 地 说 ,定义 2.2.1 中 的 内 副 理 想 应 称 为 强 内 
区 理想 ,因为 它 是 通过 强 等 价 来 定义 的 . 但 事实 上 ;可 以 把 “ 强 ” 字 
去 掉 { 参 见习 题 4. 27， 故 我 们 仍 称 这 里 的 理想 是 内 蕴 的 . 


对 余 维 有 限 的 理想 .YCi5 记 . 凡 为 呈 -: 中 不 属于 .和 的 单项 
式 张 成 的 子 空间 . 易 验 证 dim.i<co ,县 
GE = (2. 2) 
例如 ,对 二 《zx 十 和 六 ) 一 ?十 《x 十 认 , 有 
.1 二 了 腿 {1,A,r). 
定理 2.2.3 设 .#CS, ,是 内 草 理 想 . 则 
(a) 对 于 gE. 车 g 为 多 项 式 , 或 余 维 有 限 , 则 RTCg)CC 


tb 若 于 E2, 则 AC 
(ce) 若 多 项 式 (x;y) 一 > aornA 和 EE .7, 则 对 每 个 a 一 (a,%)， 
A 时 EF 
(d) 车 .人 尹 维 有 限 , 征 p(x 和 DD) = >Vanzm 和 和 .2 则 ao 天 0 时 
ALE .AF. 
(le) 若 .多余 维 有 限 * 则 .多 可 表 为 
I= A A A (2,3a) 
其 中 
和 
《2. 3b) 
证 明 (8) 设 aE ,bEH,gE.F. 令 
hrAst) = Catzrod)t TF lgebtr A 十 Td). 
则 当 上 [充分 小 时 ,天 (*。，，， ,四 与 g 强 等 价 ,因而 有 ，，， 昌 后 


.2 


注意 到 . 么 是 线性 空间 , 故 
Thr) 一 gz) 


= ag + bgs tg(r ML) € . 红 (2, 4) 
若 g 为 多 项 式 , 则 gg 也 是 关于 xz,2 的 多 项 式 ,(2, 4) 式 位 于 ;的 
有 限 维 空间 中 , 故 当 1->0 时 得 ag 十 bg.E.2. 另 一 方面 , 若 & 余 
维 有 限 , 则 有 1 使 -人 .QZ 对 于 
Sg= 7 gHrE .Lr = — 1g, 

由 于 rrr EAIC.F, 故 不 妨 设 g 也 是 {次数 小 于 名 的 ) 儿 项 
式 , 而 得 疝 样 结论 . 因此 RTC(g}C.Z. 

(b》 由 (a) 知 ,对 zi 可 反复 作用 如 /3z, 得 Ian+ly…， 
TW EF. 这 说 明 W)C 己 2. 

C0) 对 ptr 一 Zarrn 让 全, 设 有 a 关 0,0= 二 (oy 记 

疡 (CT 人 一 如 0 DTT 二 DT. 

由 (a} 知 VY 8gE 7, zg EF, 由 此 可 得 言 民 2 p(x ,1) = pr (A) ZIE 
2 这 说 明 po( 和 十 十 P10D)z1E .8 进而 归纳 地 有 p; CODxiE 
DE jh 

记 pa (和 = 如 十 BA 一 十 如 -让 .注意 到 十 wh， 而 56 一 
Qe 关 0 ,上 ps 关 0. 设 刀 为 pp 中 第 一 个 不 为 等 的 系数 . 则 0 志 Apsm， 
H pa (WO=Xg(A) gO) FO TR = pp (VW /gCW) ,而 

TA = Ma rg aD ps Cr EE (pe (Nx) CA. 

《d 类 航 于 (a) 的 证 明 , 不 妨 设 p 为 多 项 式 .由 (c) 即 得 (d). 

(e) 因 .z 余 维 有 限 , 可 设 -AcC.2, 日 太 是 满足 该 条 件 的 最 
小 正 整 数 . 著 8 了 关 -1%, 则 由 Cd), 有 次 数 小 于 名 的 单项 式 x 和 所 
了 取 .Sm。 中 的 次 数 最 小 的 单项 式 zi 由 (人 b) 知 -Cra》 
CZ 由 加 的 取 法 知 pw 这 0 且 名 十 tw 之 和 车 .8 闫 2 十 
-AAA 则 可 类 似 取 CAS 十 Ha")) 中 2 的 次 数 最 小 的 单 
项 式 x 各 :， 易 验证 rrp 社 zm; 日 部 十 2 过 各 十 tt; 而 3m) CC 
:多 ， 如 上 比 下 去 ,经 有 限 步 可 得 满足 (2. 3b) 的 (2. 3a)， OD 


| 


定 信 2.2.2 对 满足 (2. 3b) 式 的 (2, 38), 称 ze zhan 
六 是 的 内 强生 成 元 

推论 2. 2.4 设 .9GC 吧 :是 余 维 有 限 的 内 碍 理想 . 则 全 ;二 
.2 的 .9 

证 明 ”由 定理 2. 2. 3(d) 敌 .2 门 . 卫 一 10) 再 由 (2.2) 得 证 . 口 


2.2.2 最 大 和 最 小 内 药理 想 


对 于 2, 的 子 空间 VW, 记 ftrV 是 会 于 VY 中 最 大 的 内 冀 理 想 ， 
易 见 ,ItrV 是 中 所 有 内 蕴 理 想 之 和 、 

命题 2.2.5 设 子 空间 VCc.. 含 某 个 休 给 有 限 的 理想 ， 则 冯 
一 (TYT 和 有 , 其 中 名 一 VI 门 (tr +. 

证 明 ”由 于 有 某 个 .AsCV, 必 有 .AsCItrV. 利用 推论 2. 2.4 
知 本 命题 结论 成 立 . 品 

对 上 ESi 记 520h) 为 会 的 最 小 内 副 理 想 ， 易 见 , 9058) 是 
所 有 会 的 内 区 理想 的 交 ,， 且 若 gg 六 上 则 8) 一 Ch)， 事实 
圭 , 由 于 gESMh), 有 OgIC5A0h). 类 似 有 家 C5 (gg). 

定理 2.2.6 设 hES,i: 余 维 育 限 、 则 

(a) 570h) 余 维 有 限 . 

(hy SA = A Dh,0) A 上 0). 

‘ie 著 吕 一 下 + 则 

(i) TE SHIN, Dg(0,0)=0. 
全 ) 当 x 人 的 为 S70A) 的 内 获 生 成 元 时 ,DgtD0,0) 关 0. 

证 明 设 .Ai2CRTC)， 

(a) 由 定理 2.2.3(C8) 拓 ,RT(h)CCSh). 因而 codim57Ch) 寺 
codim RT Ch)<Zoo, 

(Cb) 由 定 相 2. 2.30b) 积 人) 条， 也 (< 和 人 | DRC00) 关 01 
CR), 男 一 方面 ,A 之 |DRC0,0) 隆 0} 是 会 A 的 内 痊 
理想 , 故 也 包含 SCh). 因而 结论 (b) 成 立 . 

(ce) 由 经 (的 一 到 (有 及 人 ?知人 成 立 - 对 于 O00), 因 加 是 5 
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( 记 ) 的 内 葵 生 成 元 ;丽人 A )C50h) 一 人 YY(g). 再 由 (b) 及 内 看 
生成 元 的 性 质 可 知 Dg(0,0) 关 0. 0D 

注 2.2.7 定理 2.2.6(c) 表 明 , 为 了 求 得 判断 gg 与 正规 形 皮 
强 等 价 的 识别 条 件 , 只 需 计 算 含 天 的 最 小 内 区 理想 SCh) ,而 后 者 
可 利用 定理 2. 2. 6 人 b) 求 得 . 因而 定理 2.2. 6 也 给 出 了 求 识别 问题 
中 * 低 阶 项 ”的 步 豫 . 

例 2.2.8 (a) 设 严 一 四 帮 十 本 人 | 一 1g 一 六， 则 

HAE) 一 HR) = -se (A). 

类 似 地 

(bh) 2528 二 十 名 Mr) = A A NY). 

Ce) AO) A. 

Cd SB 


2.2.3 名 和 集 


为 讨论 识别 冶 题 中 的 “高 阶 项 ”我们 引进 多 集 . 对 hE Sa， 


记 
PR) {ppE EAE tp~hYyY g ~h}. (2.5) 
命题 2.2.9 F001)Ce, ,是 内 药理 想 ， 
证 明 见 命题 4. 3.,6, 本 命题 是 它 的 特例 . 口 


由 .多 集 的 定义 (2.5) 知 ,判断 分 偶 问 题 g 是 否 与 正规 形 卢 强 
等 价 , 只 需 看 去 掉 至 避 ) 中 的 项 后 是 否 与 产 副 等 价 ,因而 高 阶 项 的 
问题 可 归结 为 空 集 的 计算 . 

命题 2.2.10 设 .2F 为 内 药理 想 , 上 是 

RT bp) 一 RTOAD), YPpE .A. C2.6) 
则 .CBR), 
证 明 设 户 后 到 ,eg 一 站, 记 握 一 下 ,其 中 再 一 (0 和). 由 命题 
2. 1.7tb) ,只 要 证 明 
RT(g +ip) = RT(g), +t € [0,1]. 《2.7) 
由 命题 2. 1. 6， 
RT(g 十 tp) = RT(BO 171p)) = BRTO + 1p)., 


a 5H 


re rere HPP pepper pei 


困 .和 内 蒙 , 寿 坏 -1pE.Z 由 (2.6) 式 知 上 式 右边 为 ERTCh) 


二 RT(Gh)= 二 RT(g),(2. 7) 式 成 立 ， 0 
定理 2.2.11 设 上 EE, 余 维 有 限 . 则 衣 ( 有 ) 余 维 有 限 ， 且 
lr RTON) CT PBR) CTrRTCR)， (C2, 8) 


证 明 由 宛 () 为 内 昔 及 定理 2.2.3(a) 知 人 (Rh)CRT(Ch). 
歼 人 B(h)CItrRTh). 

令 二 ItrCiART(0h)), 设 PEY, 则 zp.,4p. 所 .FY( 风 定理 
2.2. 3(a) 的 证 明 ). 而 .YC.HRT CR 由 中 山 引 理 的 推论 1, 5. 6， 
RT p) = Ch porhs + rp Mh, + Ap,) = RTO), 

于 是 ,由 命题 2. 2.10, YCB(h). 
又 设 HAICRTO), 则 UHICTIHICART (Ch 性 (Rh), 鼓 
人 D(h) 余 维 有 限 . 0 
下 述 定理 给 出 了 全 以 ) 的 计算 方法 . 
定理 2.2.12 设 hEB,, 余 维 有 限 , 则 入 (8) 一 ItrY Ch), 其 
中 
HR = rh rh = HART RY Mh,). 《2. 9] 
证 明 我 们 只 概述 多 (8) 必 Itr% 8) 的 证 胡 , 因 为 下 面 只 用 
到 这 部 分 ， 宁 人 JITtr2tth) 的 证 明 可 参看 [GSe5]， 
设 PE Ttr2 (由 命题 2. 2. 10, 只 要 证 明 
RT + p) 一 RTCR). (2.10) 
对 于 gE,iiDv(g)= (gxrgirAe) ,由 于 PEK%(R), 有 
vp) 一 Av(h), 
其 中 A 二 Cay(z 入) sxs 满 居 a0(0,0)=0,7=12,3. 7 一 1,2. 则 wch 
十 思 ) 二 《了 十 及 vk 航 RT 十 pCRTCA)， 另 一 方面 ,可 以 证 明 
Qs(010) 二 0( 参 见 [GSc5]); 喜 (十 A)(0,0) 可 道 , 即 有 vw(h) 一 (J， 
十 A)7vw(th 十 .此 RRTOYCRT4 十 p). (2,10) 得 证 , 口 
在 有 些 情形 业 .E HURT(k), 因 而 ,可 用 定理 2.2.11 来 替代 
定理 2. 2. 12 的 计算 方法 . 


2. 2.4 识别 问题 的 解 
我 们 现在 可 以 来 解决 识别 问题 . 干 面 的 关于 尺度 变换 的 简单 


”331 


命题 党 要 用 到 ， . 
命题 2.2.13 设 芽 yg;( 民 ,0) 一 民 可 表 为 HT) 二 B(x rE 记 0， 
5(0) 了 0. 则 存在 变换 工 二 Cy) ,使 0) 一 0, (0) 守 0; 而 
ECy)) = sgntb ON y. 
证 明 不妨 设 B50) 半 >90. 对 于 Czrsy) 一 1680Cz)|!*z 一 y，。 用 隐 
” 通 数 定理 可 求 得 x 二 ly) ,使 f(g(y),y) 三 0. 易 验 证 yy) 满足 本 
命 恶 可 求 . 品 
下 面 从 子 给 出 几 种 基本 的 识别 向 题 的 解 , 其 中 ,6= 十 1， 
例 2.2,14 对 于 上 2 8EG- 强 等 价 于 天 一 上 十 到 当 是 人 妈 
当 在 x= 二 4=0 处 ， 
g 一 鹤 二 …= 3 g=0, 
js (2. 11) 
E 一 sen| 部 | gs Oo= sgng. 


证 明 由 人 钢 2.2. 8(a) 和 役 2. 1.4(a)， 
TAR = RRTOA) 一 A 十 A NY). 
注意 到 <24.)EAALND, 有 芝 () 一 HAH! 十 UU ( 和 ,进而 作 (h) 一 
A AV 车 ~ 及; 则 由 定理 2. 2. 6(e) 知 (2.11) 成 立 ， 反 
之 , 若 (2.11)? 成 立 , 则 可 设 
ECTIA) = ar TBAT pr MpE -本 t+ A ON). 
利用 命题 2.2, 13 知 axrt 十 54 一 有 ;让 g 一 hh. 
例 2.2.15 对 于 上 >3, gE3.; 强 等 价 于 =sxt 十 Xz 当 且 仅 
当 在 z 一 4 一 0 处 ， 


可 让 
g 一 宪 =… 一 | 总， 8 一 太一 0， 
， (2.12) 
可 
£ 一 sgn 站 | Bs B= sgng. 


证 明 由 例 2,2,8(b) ,764) 一 AV* 十 .LA). 故 与 无 强 等 价 
的 g 必 有 

g=artbart pab 0, (2. 13) 

其 中 p€E .本 后 十- 三? 十 ,这 说 明 满足 (2. 127， 另 一 方面 ,由 


"IT: 


定理 2.2.12， 
PBR) 一 A A + Ry. 
故 若 g 满足 (2.13) 或 (2.12) 式 , 则 gg~axr' 十 Az 一 hh 
例 2.2.16 gES,,; 强 等 价 于 =elzx: 二 6X:) 当 且 仅 当 存 z=4 
二 0 处 | 
: Bg= gr 二 = Co SBEng, $= sgn det TgC2.14) 
其 中 Dg 为 g 的 二 阶 导 数 (2X2 Hesse 知 阵 》. 
证 明 由 于 0) 二 -AVY?, 帮 与 强 等 价 的 g 具有 形式 
g=ar:++ par0,pE A AN), 
即 满 足 C2.14). 反之 ,由 名册 ) 二 -AV? 知 若 g 满足 (2.14), 即 
gg=arter+edi+ pr da pp EE A 
则 由 
FgCr— 2) 一 4 十 《ce 一 全 ) 放 + EE A, 


知 g 强 等 价 于 天 
例 2.2.17 gE ,i 强 等 价 于 sr: 十: 当月 仅 当 在 一 1 一 0 
处 
及 一 gr 一 和 一 8 一 有 ni 一 站 一 sngrce，， b= sgngw. 
事实 上 ,出 有 (一 -十 从 ?及 画 ( 了 一 -十 -可 类 
似 可 得 上 面 结 论 ， 


3 2,3 普 适 开 折 理论 


普 适 开 折 理论 是 研究 分 岔 问题 的 殷 动 ,持久 性 结构 和 分 类 的 
必要 的 理论 基础 . 我 们 先 引 进 开 折 和 普 适 性 的 概念 ,它们 捕 述 了 
分 岔 问 题 的 扰动 ， 然后 我 们 讨论 切 空 间 的 性 质 和 计算 ,并 由 此 得 
到 普 适 开 折 理 论 的 基本 结果 . 最 后 介绍 分 合 结 构 的 持久 性 或 稳定 
性 问题 . 


2. 3. 1 开 折 与 切 空间 
现实 的 分 使 问题 f(x, 放 除 参 数 4 的 影响 外 ,还 常 由 于 其 他 因 


6， 


隶 引 起 其 稳定 性 态 变 化 :此 时 对 上 作 小 扰动 可 能 完全 破坏 它 的 分 
贫 图 ， 如 对 fry) 一 Az 一 zx? 作 扰 动 得 g (zyA,E) 一 Ar 一 十 ee 
0, 了 上 和 好 有 完全 不 同 的 分 岔 图 . 分 岔 癌 题 的 找 动 一 般 可 通过 引进 
若干 参数 来 描述 ,这 就 是 开 折 Cunfolding ) 的 概念 
定义 2.3.1 fES3w 的 参数 开 折 是 指 形 如 F(x,4,a)， 
aE 展 :, 并 且 满 足 FCr,A0) 二 了 f(z,) 的 芽 FEG,s 称 了 的 7? 参数 
开 折 CES-:xs 可 由 了 的 大 参数 开 折 FE 代理 , 指 存在 S,XE 
二 15 上 几 和 全 59 太 C” 芽 4 人 RD 一 (0) ,使 
CCz AD) = SC A PFCOXRCT A DA B) ACA)), {3.1) 
其 中 5S, 下 ,A 和 4 满足 
SCr,A0) = 1, FCA0) = x,ACAO0) = (3. 2) 
定义 2.3.2 称 了 的 记 参 数 开 折 下 是 通用 的 , 措 了 的 每 个 开 
折 都 可 由 下 代理 , 称 了 的 通用 开 折 五 是 普 适 的 , 指 驻 具 有 最 少 的 
开 折 参数 . 称 子 的 普 适 开 折 的 开 折 参数 个 数 为 了 的 余 维 数 , 记 作 
codim fF. 
计算 普 适 开 折 需要 引进 切 空间 的 概念 ， 
定义 2.3.3 芽 了 EG 的 切 空间 定义 为 
TO = taf + bfi + efilabd €E Ene E 人) 


~ ff) + of). 《3a.3) 
需要 指出 的 是 ,T( 让 一 般 并 不 是 理想 . 事实 .上 ， 
TA = RTOA + @ {fF} + R{F.}, (3. 4) 


这 里 , 若 Ttg) 余 维 有 限 , 则 RTCg) 余 维 有 限 { 人 参见 命题 4, 4. 6), 因 
而 存在 点 使 .ANA*CRT(g)， 于 是 ,由 (3. 4) 
Tig) = RTtg) t+ R{gr, ga dp A lpg}. (C3. 5》 

例 23.1 设 训 ,5 二 士 1， 利 用 例 2.1.4 及 (3.5}) 式 ,有 

(ay TO r+ CH A IDE{1} ,LS2., 

(by Teor oA) = AT A IDR zr A 1 十 BA)， 
hi 这 3, 

Ce) TE tT) 二 

(qd) TB zr tN) = A NIPDRIr ,A). 

所 和 


2.3.2 普 适 开 折 及 其 计算 


分 倪 问 题 的 切 空间 问 用 来 计算 其 通用 和 普 适 开 折 . 设 gE€ 

.11 是 GE 和 Se 是 ££ 的 一 个 大 参数 通用 开 折 ， 对 FE ci 
(rAdt) 一 gCTA) 十 tplr A) 
是 g 的 一 个 单 参数 开 折 ,因而 可 由 GG 代理 , 妈 有 
H(zAt) = SCroA IGCK (CTIA) ACE AC)) , (3,6) 
这 里 4 二 (C4) ;要 ,0)- 一 ( 防 !:,0). 将 (3. 6) 式 关 于 :1 求 导 并 命 
ti 一 0 得 
pr = $CrsA, Wel, D+ (dg) 下 (zi0) + gd C4,0) 


十 DE 2 (zy 04(0) €E Tlg) 


A 
十 RR{ 姑 (eA,0) ,2 (0 


这 样 就 得 到 下 述 定 理 中 的 必要 性 部 分 . 
定理 2.3.2 设 GEGLae 是 EES 的 是 参数 开 折 . 则 避 是 通 
用 开 折 当 且 仅 当 
Ga 一 T(g8) RUG | .60.30 /00 | eo}. (3.7) 
本 定理 中 充分 性 的 证 明 将 在 $4.5 中 给 出 ， 由 定理 2. 3.2 不 
难 验 证 ， 
推论 2.3.3 gES,, 的 训 参 数 开 折 侣 忆 四 .1,s 是 普 适 的 当 生 仅 
当 
G1 = T(E) 四 到 1ac7aa acyamlo {3.8) 
因而 ,g 的 休 维 数 即 为 T(gJ) 在 加 :中 的 余 维 数 ， 口 
基于 推论 2. 3. 3 结果 ,我 们 只 要 求 出 分 合同 题 g 在 8..: 中 的 
补 空间 的 一 组 基 , 就 可 得 到 它 的 普 适 开 折 , 这 组 基 通 稼 可 到 为 不 
出 更 在 切 空 间 的 单项 式 组 {x XX}. 
例 2.3.4 利用 公式 (3.8) 及 例 2.3. 1 的 结果 , 我 们 可 以 对 钢 
2.1. 4 中 的 四 类 正规 形 g 写 出 它们 的 普 适 开 折 G 和 余 维 数 
coditng。 候 设 人 ,六 一 十 1， 


中 省 


(al gtrsA) = 二 BA, 由 例 2.3.1ta) ,T(tg) 的 补 空 间 中 的 

一 组 基 为 {1z，z :}， 因 而 
人 (Ta 一 个 入 十 人 十 四 了 十 十 本 -三 ， 

且 codimg 一 才 一 2， 

(b》 8 人 r 一 及 天 十 总 23, 由 例 2.3.1tb),， T(tg) 的 补 空 
间 中 的 一 组 基 为 {1，z? ,x 让 或 {1 2 让, 困 而 其 普 
适 开 折 有 下 面 两 种 形式 : 

GrAsa) C= BAr 二 二 oT 二 a 1， 


或 
Gz) 二 人 二 二 
且 codimg 一 大 一 1 


(eC) graA) = rd, 
Gz) 二 十 宁 让 十 十 A 二 十 
codimg = 二 1, 
(d) gtx,A) = 
GriAsm) = 二 二 wrt 十 (yxA， 
cadimg = 3. 
从 例 2. 3. 4tb) 中 看 出 ,g 的 普通 开 折 不 瞧 一 ,， 但 它们 的 开 析 
参数 个 数 总 相同 . 


2. 3.3 普 适 开 折 的 识别 


普 适 开 折 的 识别 就 是 指 如 何 判 定 一 个 第 定 的 开 折 是 省 为 普 适 
的 . 推论 2. 3.3 把 它 归 绪 为 切 空 间 Ttg) 以 及 其 补 空间 的 计算 . 这 
种 计算 往往 很 党 杂 , 但 当 g 是 正规 形 时 ,计算 相对 要 简便 一 些 , 因 
此 我 们 需要 考察 能 否 对 与 g 强 等 从 的 正规 形 上 验证 与 推论 2. 3,. 3 
类 伺 的 条 件 来 判断 & 的 某 个 开 折 CG 是 否 普通 . 首先 我 们 指出 

命题 2.3.8 车 ~ 正则 ItrTCgT7 一 ItrT(C). 

证 明 这 是 定理 4. 4. 10(d) 的 特例 . 口 


和 本 ] = 


当 5 余 维 数 有 限时 ,存在 关 使 .ACTCS8) 因 .- 玉 内 草 , 故 
-AtCIrTCr) ,因而 JItrTCg) 余 维 有 限 . 由 推论 2. 2. 4， 
ii = ItrTIg) OD (tr TOg))t. (3.9) 
因此 
Tlg) = HrTlg) DB VYV,, (3. 10) 
其 中 
V = Te) ff (HrTOg))+. 
于 是 ,由 推论 2.3.3 知 ,G 是 g 的 普 适 开 折 当 且 仅 当 
Si = RrTlg) DB Vy WD RAG | G0 | sot, 
(3. 11» 
对 于 hh 一 g; 记 J 是 按 分 解 
Ei = rTOh) DD CtrT (ORY)+. 
从 空间 ,到 (ItrT(h))+ 上 的 投射 ， 易 验证 ,对 于 FE So 


Jf = Di DFCO0W0) ee, (3. 12) 


其 中 台 表 示 在 不 属 Itr T() 中 的 单项 式 上 求 和 和， 由 命题 2. 3. 5， 
《3. 11) 式 等 价 于 
(HT = VODR{IG/ mm | 0 TOO/ de | ono)}. (3. 13) 

由 此 ,并 结合 定理 2. 3,2, 可 得 : 

命题 2. 3.6 设 g€E,, 强 等 价 于 ,有 是 G 是 g 的 参数 开 折 ， 
则 G 是 g 的 普 适 开 折 当 且 仅 当 (3.13) 式 成 立 ;G 是 g 的 通用 开 折 
当 且 充当 (3. 13) 式 中 直 和 为 和 和 . 口 

命题 2. 3.6 可 用 来 识别 一 些 分 倪 问 题 的 普 适 开 折 . 

例 2.3.7 若 gEA..: 强 等 价 于 hr 一 让 Xx 十 2, 且 避 是 上 g 
的 具有 参数 a 一 (a,… ;ai_2:) 的 层 一 2) 参 数 开 折 , 则 GG 是 &g 的 普 适 
开 折 当 且 仅 当 在 zx 一 4 一 0:a 一 0 处 


» 要 呈 。 


a4 diAar MAAT 
En FG 了 1 

det | aai Daiar dmar’? |¥ 0. {3.14) 
3 FG 好 -1 


Bays asar aa sare 
事实 上 ,由 例 2. 3. 1(a); Ti = (1 十 4 四 及 11), 知 
IrTCO 和 OD 二 A 十 ( 让 于 (trTCA))! = 二 导 {1 ,zs 2*), 于 是 对 
EG, 


了 Fr 一 F 帮 0,0) 十 大 000 六 十 ， 十 1 


a 1" _， 
二 | 去 FO Or 2 
由 g 让 有 及 例 2.2.14 知 在 x 一 4 一 0 处 5 一 和 一 …… 一 | 下 | 0 


因而 
Jg 一 gs 一 (Ag = 0. 
对 ag+tbgr+tcgiE Tig); 其 中 a bE cES: 有 
da + bg cH} = ca. 
因而 VY 一 届 {Jgy}). 按 (3.13),G 是 g 的 普 适 开 拆 当 且 仅 当 
民 {1 ,Ts 一 Ri ga} RIG » JO, 上， 
见 
JE 一 ED | gitO 0 Tr 一 


与 


上 


可 12 
en BAO Or 


TC 一 Ge 0,0) 十 (Cer(0y 0 
+ 到 
线性 无 关 , 世 即 在 = 一 0,a= 一 0 处 (3.14) 式 成 立 . 
例 2.3.8 和 若 gEE,, 强 等 价 于 有 zx 和 二 人 x 十 AT, 上 宇 3, 且 
G(x:Aa,0) 是 的 上 一 1 参数 开 折 ,一 (oa 了 刚 人 是 普 适 开 
折 当 且 仅 当 在 zx 二 4 二 a 一 0 处 


一 2 
Ga (00) 2 = 1 ,km 2, 


“f+ 


了 好 Fg 
0 9 aaar 0 Ar 

0 Fg Fg Fg 关 _ 

addr az Dazs EE 

det| a FG FG FG #¥G | 0 

da da or de.34 dm Ar Dadar 1 

a FG FG FG 9G 
di oo az Do 1 doa_197 Be _iatz 


事实 上 ,由 例 2. 3.1(b)， 
TO)= (C04 RNVDN) HRIr, 1 十 5A}, 
有 ItrT( 下 ) 一 -As 十 .0 , 故 


(ltrI (RD 一 限 人 Avro 1}, 
对 了 所 1 


JF= fF(0,0) + ODAF FO Dr 


十 二 一 一 [过 | fo 0 一: 
(二 一 1)11 3 “ 


国 g~ 二 ， 由 例 2. 2 15, 在 一 1 一 0 处 有 


2 人 4 一 1 
:ee 


于 是 易 求 得 
JE + pegs ca) = PO 0 gg, 十 et0y 0 pg. 
可 见 Vi 二 展 {JgrsJex}. 因此 安 基 普通 开 折 当 且 仅 当 
RR{l,A,r, 1} 一 RiJgs J ad Gs Ge }， 
有 即 在 += 二 4X 二 0,g 二 0 处 (3.15) 式 成 立 ， 


2. 3. 4 持久 性 与 模 数 z 
上 面 我 们 看 到 ,通用 开 折 包含 着 分 倪 问 题 的 各 种 可 能 的 扰动， 


+ 4， 


那么 ,对 某 个 扰动 后 的 分 贫 问 题 ,如 果 再 附加 一 个 小 找 动 ,其 分 多 
图 的 结构 会 不 会 发 生变 化 嘴 ? 这 就 是 持 义 性 的 问题 . 我 们 将 会 看 
到 , 开 折 人 参数 空 间 被 "转移 集 ” 划 分 为 若干 持久 性 区 域 , 而 模 数 则 是 
“转移 集 ” 中 一 类 特殊 的 参数 . 

定义 2.3.4 设 玉 (xX,AQ) 为 EB; 的 通用 开 折 ,FF 在 开 折 
参数 a€€ 食 pe {persistent) ,车 存在 a 的 一 个 小 邻 域 U 
CR, 使 当 PEU 村 FC: *， 0) 与 FC(*，,， ,8) 等 价 ;否则 就 称 为 
在 a 处 非 持久 的 (nonpersistent). 

研究 表明 ， 出 现 非 持久 性 的 情形 有 下 列 三 种 ， 

(a) 分 全 点 集 

卫 一 faE 取 :| 上 本 (Cr 和 及 X 陈 便 在 6Crhyo 处 太一 王 一天 一 0)， 
《b) 针 后 点 集 
H =={2ER|3 (Cr,)ERX 民 使 在 (x,4,0) 处 二 Ff 一 了 ,一 
0}， 
《ec) 双 补 限 (deuble limit) 点 集 
DL = {a€E RII (rysd) ERXRX Rr Y, 
使 在 Ctx;Ao) 和 (yA 中 外 部 有 FF=F,=0)， 
这 三 种 集合 及 其 扰动 情况 如 疼 2. 3, 1 所 示 . 


图 2-3.1 二 种 情 视 ;ta 分 茹 点 ,(b) 袜 后 点 和 tc} 双 极限 点 ， 
经 找 动 后 变 为 (a 7 ,tb 和 te'》 


记 ZZ=BLUHUDL. Zz 称 为 转移 集 (transition set)， 可 以 证 明 


* 65* 


命题 2.3.8 在 上 上 面 的 记号 下 ;及 \5 把 原点 的 一 个 邻 域 分 成 
若干 连 通 分 支 , 当 a 和 各 属于 同一 连通 分 支 时 FF(，，， ,a) 和 和 
" :有 记 ) 等 价 . 
我 们 不 来 严格 证 明 命 题 2. 3. 8, 只 是 指出 几 个 有 关 事 实 : 设 
分 倪 问 题 及 其 上 参数 普 适 开 折 下 都 是 多 项 式 . 则 B 集 和 日 集 通 
常 是 民 * 中 余 维 1 的 流 形 ; 如 果 限 于 (z; 四 空间 中 原点 的 菜 个 邻 域 
讨论 , 则 当 a 久 B 时 下 (， ,中 的 分 人 争 图 由 不 相交 的 正规 则 线 组 成 ; 
而 当 a 入 BUH 时 的 奇 点 只 能 是 概 限 点 . 
我 们 来 看 命题 2. 3.8 的 一 些 应 用 例子 , 
例 2.3.9 考虑 zx 一 Az 的 兽 适 开 扩 
FlixraAsa) = XT Ar ar oo= {0,0). 
由 下 = 二 aF/3zx 一 88 一 0 得 as 一 0{B 集 ); 出 一 8F /397 一 Fj 


az 一 0 得 mw 一 亏 oi(H 集 ) ,而 DL 一 .因此 ,转移 集 吕 由 a 轴 及 


曲线 中 = 27as 组 成 ,它们 把 (am ,ws) 平 面 分 成 4 个 区 域 ,每 个 区 域 的 
分 倪 情 况 如 图 2. 3. 2 所 示 . 


图 2.3.2 出 2.3.3 中 按 普 适 开 折 拒 动 的 分 茹 图 
例 2. 3. 10 考 虚 双翼 尖 点 十 浅 的 普 适 开 折 F(x,4,0) 二 
2 十 闪 十 十 x 十 wsAx， 由 下 二 下 .一 Fw 一 0 得 a 十 中 一 0(H 集 ); 
由 玉 = 玉 ,一 杞 一 0 得 a 一 2 一 (r/o 二 一 37 :十 (x12)(B 
集 ); 而 DL= 1. 它们 在 (aseyes) 空 间 中 的 分 岔 呈 现 较 复 杂 的 情 


至 愉 全 二 


况 ( 参 所 [HGSc5]). 

最 后 ,我 们 简单 提 一 下 模 数 概念 . 先 看 一 个 例子 . 

例 2.3.11 设 启 (zx,4) 二 一 3mAz 十 22X83， 可 以 证 明 ( 见 习题 
2. 5) ,hm 与 等 价 当 且 仪 当 r 一 n; 当 mx 了 1 时 六 的 普 适 开 折 为 

而 [Fa = Cn 十 2 十 十 Ar， 
其 中 az= 一 (oayoo) 在 和 0 到 附近 :而 m 在 到 皇权 附近, 故 
codim ,= 5, 

在 枫 2.3.11 的 开 折 参数 (a,n) 中 当 a=0 时 ,分 名 问题 
态 (* ,0,1) 二 ,的 余 维 数 为 常数 5, 这 样 的 参数 = 就 是 模 数 , 它 
确定 了 一 个 “ 常 余 维 区 " 客 == (Ca,n) EE 人 RX 人 Ra 二 0}. 

一 般 , 设 Gtr,4,0) 为 g 的 记 人 参数 通 用 开 析 ,集合 

达 一 TeE 取 | 在 (600 所 到 X 了 附近 
存在 (zya 荐 codlitmn Gti 十 十 宙 ,0) 二 时} 
你 为 常 余 维 区 如果 常 余 维 区 % 是 个 流 形 , 我 们 常 可 参数 化 ， 即 
通过 一 个 坐标 变换 把 它 变 为 多 一 {a€ 民 | 一 0,i 一 4, 引 , 此 时 
多 可 由 参数 gi,…,w 决定 ,我 们 就 把 这 些 参数 称 为 模 参数 
fmodal parameters) 或 模 数 (moduli). 

模 数 同 余 维 数 有 密切 关系 . 我 们 上 面 所 可 讨论 的 芽 都 是 C” 
的 ,作为 等 价 关 系 的 坐标 变换 (CS, 芒 ) 也 是 Cm" 的 ,如 时 把 治标 变 挤 
从 C" 换 成 仅仅 连续 (或 同 凸 ), 则 可 得 到 范围 更 大 的 据 朴 等 价 的 概 
念 ,由 此 得 到 的 余 维 数 称 为 拓扑 余 维 数 , 它 常 比 前 面 的 余 维 数 要 


小 . 在 一 定 博 形 下 , 它们 相差 的 恰 是 g 的 模 数 ， 
8 2.4 初等 分 倪 与 突变 


本 节 中 我 们 证 明 余 维 数 不 超 过 3 的 单 变 量 分 分 问 题 按 强 等 价 
关系 可 分 为 11 类 ,我 们 把 这 11 类 分 贫 问 题 叫 作 初等 分 岔 问题 . 
我 们 还 将 讨论 它们 的 识别 和 普 适 开 折 ,并 在 最 后 介绍 初等 分 盆 与 
突变 之 间 的 关系 ， 


s 愉 了 于 


2,4. 1 初等 分 从 的 分 类 


初等 分 贫 的 分 类 可 归 绒 为 下 面 的 定理 . 
设 入 EG :满足 在 交 一 4 一 0 处 呈 一 &- 一 0 并 且 
codim gsE3， 则 gg 强 等 价 于 表 2.4, 1 中 的 一 个 正规 形 及 ,其 中 Ee, 侣 


定理 2.4.1 


二 十 1. 


正规 形 衣 

(ly re 
《23 ef 下) 
(C3) Er 十 好) 
《4 Er 十 上 A 
(5) srs da 
(6 sr 十 Dr 
《71 er 
(EY era 
593 er 十 让 
CIO 14 十 x 
C11) sz 十 总 


为 证 明定 理 2. 4. 1， 我 们 先 给 出 一 些 引 理 . 设 分 倪 问 题 gE 


cexiinmk 


Dm 


ty CU 


中., 余 维 有 限 , 则 可 把 g 写成 


的 形式 ; 司 ! 守 2, a(0) 关 0. 


引 理 2.4.2 设 (4.1) 式 中 于 3. 则 
codim T(g) SE!—2. 


(a) Ttg} Cr yd 二 Rg pa): 


Tilg}C (x TAA) Rig ga), 


Ce) 若 上 (0,0)= 二 gC(0,0) 二 0; 则 


Tig)Cer A A ) 二 代 {gz:, ga} 9 


表 2.4.1 余 维 三 3 的 分 岔 问题 的 正规 形 


名称 
极限 点 
里 临界 点 
强 立 点 
请 后 点 
侍 称 尖 点 
树枝 点 
四 次 折 迁 
绝 空 点 
双 据 尖 点 
膀 蛋 异 点 
潜 后 点 


ECXTIA) = zialr) 十 Mr,A). 


codim 工 (yt 一 1 


codinm 工 (三 72 


《d) 若 (0,0)= 二 ga(0,0)=ga(0,0)= 二 0, 则 


Tg}C (x A Th "A ) 和 


" 6 


codim T{8) :2 十 1 


证 明 我 们 有 
Tigy = {gxgiodgs) 十 了 你 1 BE) 十 二 AS， 《4. 2) 

出 (4.1) 式 ， 

Tg = az -H+ ra (x A), 

hg = Ar' tatr) + Pg (Td), 

Agei 一 MT A) 一 RT A), 
这 些 项 (连同 gg) 都 在 (x; 水 中 ,而 codim《x 一 上 由 (4. 2) 式 可 得 
(a), 由 于 当 gx(0;0) = 二 0 时 g(0,0) 二 0, 人 可见 (b) 成 立 . 当 (0,0) 
二 gat0.0) 二 0 时 g(0;0)= 二 gC(0,0) 二 0, 可 见 (e) 成 立 . 最 后 ，(d) 
成 立 是 由 于 当 gx(0,0) 一 gx(0,0) 一 gt0,0)= 二 0 时 


qe00) = 0.0) = 00 = 0, 口 
现在 来 考虑 下 述 情形 ,在 z 一 4 一 0 处 
g= gr= 8= detDg = 0, gO. (4. 3) 
这 时 
g=atrt+ Ap dA0, ppEAE, (d, 4) 
取 基 () 一 + 一 ASCr ;和 二 |a|-!; 则 经 变换 (5 ,天 ) ,g 强 等 价 于 
B2 一 Er 十 ray (4. 5a) 
其 中 s 一 sgn gx 7 全- 满足 
rs(zryh 一 al p(T — BbA,N), (4. 5b) 
引 理 2.4.3 设 g 强 等 价 于 
gi 一 EX rr rin €E At!, (4. G62 
这 里 8 二 土 1 ,2 守 2， 记 
ry 一 羡 4 十 名 HA 十 2 {4.7) 


这 里 A 人 EE 所 月 ， SiysE AUTi, 着 多 4+1 关 0; 则 8 强 等 价 
于 
Er: | OH11l, HB = sgn Ws1s 
codim T(g)—E. 
证 明 固 
BretritT A) = El Oo at (Xx,A) ,A) 


-Hs 


一 Ex 十 rat! 十 mHz it+z 安 tt 
而 -和 +z 忆 (er 十 Br, 故 g 强 等 价 于 ez 十 Bt+1. 由 例 2.3.4 
<c) 知 
codim Ter’ 十 XT1) = &, 2. 

由 余 维 数 的 等 价 不 变性 本 引 理 得 证 . 0 

定理 2. 4. 1 的 证 明 对 于 gg, 若 ga00,0) 关 0, 册 按 例 2.2.14 
可 归 为 表 2. 4.1 中 (1) ,4), (7) 和 (11) 情 形 . 帮 设 g,(0,0)= 二 0, 并 
把 g 写成 (4. 1) 形 式 , 对 其 中 的 i22 进行 讨论 . 

当 i=2 时 ,可 考 虚 detD?g 在 原点 处 是 否 为 0, 若 不 为 60, 由 例 
2.2. 16 可 归结 为 表 2.4.1 中 (2 和 (3)? 捕 形 ; 否则 ,可 考虑 与 了 强 
等 价 的 (4.5) 式 , 由 引 理 2.4. 3, 若 &; 关 0, 则 g 强 等 价 于 ex’: 十 BX， 
车 := 0; 久 ,关上 9 则 EF 强 等 价 于 sez: 十 5X; 若 Wa 一 总 4 一 0， 则 
codim gz24, 这 上 归结 为 表 2.4. 1 中 的 57 和 (8 情形. 

当 [>2 时 ,可 考虑 gat0,0) 是 否 为 0, 从 而 通过 例 2. 2. 15, 例 
2. 2. 17 和 引 理 2. 4.2 的 讨论 ,可 归 为 表 2.4.1 中 的 其 余 博 形 , 定 
理 2. 4. 1 得 证 ， 0 


2. 4.2 初等 分 售 的 识别 


现在 我 们 来 考虑 表 2, 4. 1 中 (11)? 类 初等 分 贫 的 识别 问题 ,为 
此 ,我 们 先 来 讨论 上 一 小 节 中 人 &; 和 QQ&, 的 计算 由 (4. 5) 式 ,在 > 一 
一口 处 ， 
dad 
60, 一 [去 
一 la 生 | gz 一 BbA,AY | -io (4.8) 
注意 , 据 (4， 生 ) 38 在 原点 处 的 Hesse 阵 
24 2apb 
ab 2apb’ 
与 零 本 征 值 对 应 的 本 征 向 量 w= (8, 一 1)7, 而 w 的 方向 导数 为 
3 3 


9 Da ia 
天 一 《区 ?页 和 所 一 起 一 下 : 


上 二 引 
六 一 ie 所 plE 一 pA,A) | 


De(0,0) 一 


"TO + 


对 于 (4.8) 中 的 & 一 EC 一 人 由 于 
d _ ;| 中 _9 
EE™ Pata™ me 
或 d/d4 二 一 9/9v; 我 们 可 以 把 (4.8) 式 右边 写成 


一 le 总 ] a| glal”! C4.9) 
而 二 让 三 届 rw 4 四 


若 纺 一 0, 则 由 (6)， 
ga = Er rh 二 5S, AE A'S EA, 


于 是 
A A A 
一 EtKz 一 了 十 他 一 ned 十 SCz 一 


一 : _ 
一 Ew je 十 SS, CT DE + 由) 。 


设 
4 = 三 er 十 Gs 十 eatfrmmnod A ), 
SrA) = Br! + bora 二 Bri 十 Bx 十 BN Cmod A ), 


则 4 的 系数 为 QQ, 一 一 主 @3 十 b， 而 
2 
gel, 4) | .ei 四 


gl 
1 9 -1 
2Ia 了 [lal gl(z — Pd) | a 
1 
一 了 |al gm? 
恒 
b= 去 [如 ) {lal ligx — BA, A)) | -an 


一 二 ci go 


再 注意 到 < 一 gf0,9)72, 故 
Q, =— lal ges + Fi lal gro 

了 一 382。 十 Engoun]. 《4, 10) 

.71 。 


据 (4. 外 和 4,10) 式 ,我 们 得 到 ; 

命题 2.4.4 设 gES.i 为 分 分 问 题 .8 二 土 5,6= 土 1， 

ta) 吕 强 等 便于 ex 十 8X 当 生 仅 当 在 x 二 4 一 0 处， 

R1 = detDpg ~ OF = sgn gird — SgN Emws 

其 中 类 0 使 gx 一 0. 

(b) gg 强 等 价 于 sx 十 8X4 当 旦 仅 当 在 x 二 4=0 处 ， 

有 一 detDig = gw = 0 一 sgn pr = sgn qs 

其 中 pm 天 0 使 go 一 0，9 一 Bowgs 一 2582 天 0。 

于 是 , 表 2. 4. 1 中 余 维 数 志 3 的 初等 分 贫 的 识别 可 归结 为 例 
2, 2. 14 一 2,2, 17 及 命题 2, 4. 4. 


2. 4.3 ”初等 分 岔 的 警 适 开 折 及 其 识别 


利用 例 2. 3. 4 的 结果 ,不 难得 到 家 2, 4. 1 中 (11) 光 分 岔 问题 
的 普 适 开 折 . 

定理 2.4.5 表 2.4.1 中 (11) 类 正规 形 的 善 适 开 折 如 下 (人 
二 土 1); 

(1) ez: oN; 

(2) eCx:—R)as; 

C3) etx* A ) 十 ai 

C4) Ex’ 二 OA aT; 

(5) e 好 十 3 十 a 十 PN; 

(6B) ez’ OrA+a Ar’; 

(7) ex'+ Aart+ pr: 

(8) ez 十 6X 十 a 十 BA 二 YA， 

(9) s 妇 十 3 十 a 十 Br 十 7Azri 

(10) er: +OArTat pr: Ys 

C11y) ew 二 BAFaxzt pe 二 +7. 


证 明 从 例 2.3.4 中 的 (a) 可 得 (1) ,C4),{7), (11); (b) 可 得 
a 


利用 命题 2. 3.§ 的 结果 ,并 参考 例 2. 3.7 和 2.3.8, 还 不 难得 
到 上 述 11 类 普 适 开 折 的 识别 条 忻 如 表 2. 4. 2 ,请 读者 自行 验证 . 
囊 2.4.2 初等 分 贫 莹 适 开 折 的 识别 素性 


正规 形 非 奇 蜡 短 阵 
1) Er 十 本 用 
(Er [ 
dy Eri 二 dA Bl Bar 
(a | 
{6) exitda 0 grr ‘gr 
Ge Ge Cy 
Ga Caer Ga 
CH) exit ar D DO Re Kerrr 
] 0 Rr BU Eur 
Ge Tar Ga ac- 
re Gp Cp 全 mr 
C7) #7 十 6A HB Bir Hier i 
区 LS 
ra Gp Garr 
BY Er TD 0 0D DOD 有 rr 1 


0 grr Bra Brrr Berl Rr 

总 | 和 妆 Brr RrA 

Ga Gar a err or Go 

Gp Car Gp Carr pr Gpa 

Gr Gr Gr Gr Gr Grn 

‘DY er das 


Elr Ba Ear Rilrzr 

Ga Gor Ge Gears (Carrr 

Gp Ga Ga Gar drapes 

Gr Ur Gr Gr Gyrer 

{11) ex —8A 


届 


"I 


2. 4. 4 “与 初等 突变 的 比较 


突变 理论 研究 函数 EE 的 临界 点 的 局 部 结构 ; 奇 点 理论 通 
常 讨论 hESCn,n) 的 零点 的 局 部 结构 ;分 合理 论 考虑 的 则 是 gE 
地 (n 十 1; 芭 的 零点 的 局 部 结构 依 分 从 参数 的 变化 . 而 AE 的 临 
界 点 是 VAEEtn,n) 的 零点 ,可 见 三 者 有 着 紧密 的 联系 . 
突变 理论 中 引进 的 自然 等 价 关系 是 右 等 价 : 九 , fi€ @ 右 等 
价 , 指 存在 微分 周 胚 薄 XE Emma) ,X(C0) 一 0, 及 常数 上 使 
Dx) 一 《GT 十 天 
奇 点 理论 中 使 用 的 自然 等 价 关 系 是 接触 等 价 : 凡 ,moE 全 (zzz 接触 
等 价 , 指 存在 微分 同 胚芽 瑟 EsCnm,XCO 一 0 及 CC 的 xza 非 
奇异 矩阵 值 芽 SC(z) ,使 
A CX) = SCrIR XUr)), 
这 些 理论 都 有 识别 与 普 适 开 折 问题 . 
我 们 这 里 主要 讨论 初等 分 盆 和 初等 突变 之 间 的 关系 .和 十 理 
2. 4. 1 相对 应 , 余 维 数 不 大 于 4 的 Thom 初等 突变 共有 7 类 ( 见 表 
2. 4. 3)， 与 定理 2. 4. 1 比较 可 以 看 到 ,初等 分 鱼 是 前 4 类 初等 突 
变 的 路 色 . 


表 2.4.3 初等 突变 

正规 形 普 适 开 折 余 稚 名 称 
(ly 大 23 十 ar 1 折 逻 
C2) x x 十 mr 十 民 2 尖 点 
C3) 5 二 a 十 记 z 二 Yr 3 阁 尾 
(4) 2 Tar 十 Pr! Yr Bx 4 蝴 虹 
(BY 33 一 工 3 一 Ta 十 y) 十 Br 十 Ty 3 梢 图 脐 点 
eB) z+ x 二 十 amy Pri ry 3 点 曲 脏 点 
Cy zy Ty rt Prtdy 4 扫 物 脐 点 


以 尖 点 突变 为 例 , 其 普 适 开 折 ( 势 外 雪 ) 为 


和 了 由 


VT) = or Br, 
临界 点 集 为 YCr) 一 47: 十 2ar 十 8 二 0, 或 
2 十 Fr 十 五 一 0(4 一 2, B= BP/4), 《4. 11) 
曲面 (4. 11) 投 射 到 C4,B) 平 而 上 ,经 与 方程 3 空 十 4 一 0 联 立 ， 
得 分 命 曲线 


如 图 2. 4. 1. 于 是 ,所 有 满足 f(x,0)= 二 x 的 分 岔 问题 Fr 的 普 
适 开 折 表示 过 尖 点 的 一 族 路 径 , 它 们 包括 人 17 滞后 点 ,(27 树 枝 点 和 
(3) 双 温 兴 点 三 种 , 如 表 2.4, 4 这 三 类 分 岔 问 题 未 扰动 时 过 尖 点 
的 路 径 和 抗 动 后 的 普 适 开 折 的 路 径 在 (4, 号 ) 平 面 上 如 图 2. 4. 2 
C02) ,C3 ,2 (53 7- 

表 2.4.4 过 尖 点 的 路 径 


名 称 普 适 开 折 六 CD Ba) 
(11}) 河 后 点 TT 十 训 十 aT 如 A 
(2 树枝 点 一 Az 十 站 十 如 : —A ep | 
《3) 双 愤 尖 点 2 二 十 9 十 十 rrA 二 ra 十 

人 
B 


PE 


z (3 
人 


图 2.4.1 人 尖 点 宽 变 图 tp 为 投射 ; 


a Pn 


图 3.4.23 过 居 点 的 路 径 :a 一 让 一 7 一 属 的 路 移 (17(27 7337， 
各 扰动 后 的 点 从 ,C27 (3'》 


$3 2.5 Za 等 变 分 省 问题 的 识别 与 普通 开 扩 


单 变量 的 Z: 等 变 分 贫 是 指 过 .中 具有 Z:= ( 士 1} 对称 的 分 岔 
问题 . 我 们 在 本 节 介 绍 这 类 问题 的 识别 与 普 适 开 折 的 一 般 理 论 ， 
下 一 节 再 就 此 对 Zz 初等 分 贫 进 行 分 类 ， 

2.5.1 ZZ 等 变 分 贫 问 题 


设 芽 空 间 2 如 $2. 1 中 所 定义 . 记 
EE) = {gE Salgl— XA) = g(r,A), 
F(T) 一 (fe Falf(— ZA) = fx). 
易 见 Z(tZy) CZ 是 子 环 ,4(Zy) 是 8,10Z,) 模 ， 
定义 2.5.1 ZA(Zz) 和 2..4(Zs) 中 的 元 素 分 别称 为 是 Zo 等 


变 { 或 2 对 称 ) 的 和 Z 不 变 的 .而 Zs 等 变 分 贫 问 题 是 指 CZ) 
中 满足 
0,0) = 0,f.(0,0)=0 (5.1) 
的 元 太 
我 们 将 讨论 Z, 等 变 分 岔 问题 的 一 般 性 质 , 其 中 包括 Z 限制 
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切 空 间 的 基本 结论 . 下 面 的 引 理 实质 上 已 在 例 1. 4.12 中 作为 
Malgrange 预备 定理 的 推论 证 明 过 . 

引 理 2.5.1 (a) 若 gEGa(lZ), 则 有 有 EB 使 g(x,A) 
一 下 (aa AL 这 里 到 -一 他 

Cb) 若 EN(Z)， 则 有 大 和 区, 使 Fr 一 ezyu 一 


对 EGG ,及 7Eei(Z), 记 
rf 一 rar A Fx, a), 
刚才 (ZE) 成 为 一 个 攻 .,: 模 ,并 且 由 3 引 理 2. 5. 1 知 
F(T,) 一 区 } 和 {5. 2 
而 f= 二 hz 所 满足 的 条 件 (5. 1) 等 价 于 400,0)==0, 设 VC2, 是 ( 线 
性 ) 子 空间 ,x 二 zx, 记 
V=V{r} = {rr € gu(T) |r € V). (5. 3) 
容易 验证 ， 
引 理 2. 5.2(a) 设 VC 是 子 空间 . 则 和 V 是 ,i(Zs) 的 子 
空间 . 特别 , 若 VC 是 理想 , 则 VCE,s(Z,) 是 子 模 ， 
(b) 反之 , 设 太 CE,a(Zy) 是 子 空间 . 则 
Vo{r€#.lrr EWw) 
是 ,4 的 子 空间 ,上 且 多 一 V. 特别 车 W( C8。a(Zs)) 是 子 模 , 则 了 
CG, 是 理想 
Ce) VCCB. J 是 余 维 有 限 的 子 空间 与 且 仅 当 VC i(Z,) 是 余 
维 有 限 的 子 空间 . 而 且 
codim Y = codimY. 口 


这 里 子 空间 V( 或 V) 的 余 维 数 是 指 在 空间 6,1( 或 61(2,)) 
中 的 余 维 数 , 故 又 称 Z, 余 维 数 . 类 似 于 无 对 称 中 的 销 形 ,我 们 可 以 


定义 加 (2,) 上 的 Z; 等 价 关系 及 (限制 ) 切 空间 ， 
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定义 2. 5.2 称 分 分 问题 g 与 疡 E GZ) 为 Ze 等 价 , 记 作 
中 ~， 是 指 存在 8Ec (ZN 和 所 罗 .(Z) 及 4E GB, 满足 
S(0,0) 0 X(0 0) 一 0,4(0) 一 0,X 00)>0 和 水 (0)>0, 使 得 
h(x = SCr Dg, A ACD). (5. 4) 
称 与 有 强 Z 等 价 , 指 上 式 中 A(WV) 二 A 这 时 记 g 玉 hh 定义 g=rz 
在 ( 强 )Z， 等 价 意义 下 的 轨道 切 空 间 和 限制 切 空 间 分 别 为 
Tg,Z,) 一 (| ur) {x) 十 加 人) 《5.5》 
RT(g,Z = (rur,) {7). C5. 6) 
关于 上 述 两 种 切 空间 的 一 个 基本 定理 是 ， 
定理 2.5.3 设 h,pEF,i(Zy), 荐 
RTT( ip, Zs) = RTO, Es), Yt Ee [0,1]， 
则 磊 十 古 强 Zs 等 价 于 ,YEE[0,1]. 若 
Th 十 ps D2) = TR, Ds), Yt EE [0,1], 
则 此 十 tp Zs 等 价 于 RY EL0,11. 
这 里 第 四 章 定理 4. 3. 1 的 特例 ( 见 注 4. 3. 2). 品 


2.5.2 强 内 苞 子 模 与 识 中 问题 


定 你 2.5.3 称心.a(Zs) 的 子 模 是 强 内 草 的 ， 指 对 一 切 gE 
也 ,车 有 hE 2 ,KZ 使 下 一 有, 则 天 所 3 

仍 记 w= 类似 于 定理 2.2. 3(a) 和 (ce) 的 证 明 ,我 们 有 : 

命题 2.5.4 设 FCS,a(Zs) 是 强 内 蕴 子 模 . 则 

(a) RT(g,Z)C FY gE AZ. 

Cb) 多 项 式 pCcy 和 二 (Sauzmhr)zt 属于. 折 当 且 仅 当 as 尖 0 时 
Ps 口 

命题 2.5.5 设 FCO,(Zs) 是 余 维 有 限 的 于 模 . 则 ,是 强 
内 昔 的 当 且 仅 当 可 表 为 

一 {2A Ay {i}, (5. 7) 


» 。 


即 辽 由 单项 式 生成 ， 
证 明 谱 
ETAA) 一 WATAIUTAY = CA) — Pla dr, 
这 里 a(0,0) 汪 0 及 50,0) 守 0, 则 
SCX A gCKCTAN ND) — a i) (Bud) tliNr 
在 tweew) {fr} 中 . 故 twX》 {xz} 是 强 内 荀子 模 ， 由 于 强 内 荀子 模 的 和 
仍 为 强 内 总 的 ;可见 (5. ?7) 式 为 强 内 葡 的 ,充分 性 得 证 . 
反之 ,由 余 维 有 限 及 引 理 2. 5. 2, 可 设 MM {rT kl. - 
因 市 ,所 中 元 p 在 去 掉 .efz} 中 部 分 后 可 写成 多 项 式 形式 六 !p， 
即 可 设 p(xy 罗 二 Cu 和 rE 中 ,re 一 sasei 是 次 数 小 于 天 的 
多 项 式 . 由 命题 2. 5. 4#(b} 知 yas 天 0 时 ww 加， 而 这 样 的 单项 式 
只 有 有 限 多 个 , 帮 .F 可 表 为 
p= CNAs 二 
而 .NA* 由 大 次 齐 次 单项 式 生成 , 故 由 单项 式 生成 , 即 
一 《和 日 
类 似 于 定理 2. 2. 3(e) 的 证 明 , 可 以 对 上 述 模 及 约 化 ,使 (5. 7) 
中 的 指数 满足 
下 00 一 站 二 下 二 远志， 


这 时 称 8 入,j 二 1,…5, 为 的 内 蕴 生 成 元 . 


子 模 . 对 于 余 维 有 限 的 子 模 己 &,(Zs), 我 们 仍 用 + 表示 


.Za) 中 不 属于 中 的 单项 武 张 成 的 子 空 间 , 类似 于 定理 2. 2.6， 
我 们 有 : 

命题 2.5.6 没有 一 stEZ i(Z,) 使 RT(h,Z,) 的 余 维 有 限 . 
则 

(Ca) SR TE) = {x) ;其 中 a 满 D's(0,0) 关 0. 


1 


ee 


[b) 着 g= 二 rzE KZ2) 强 也 等 价 于 五 , 列 
(iD gL) ,TL). 
[ii) 当 wid TES hI) NH DO.0)=0. 
(iii 当 we ES (Zaz) 为 内 蕴 生 成 元 时 ,Pr(0,0) 天 0， 
吕 
记 贸 ,(h,Z0)={pEZia(Zo) ig 士 p~gsY 8g~h}. 可 以 证 明 
,hsZ2) CEA(Z) 是 强 内 获 子 模 ( 参 见 命题 4. 3.6). 对 于 SC 


,i (2) ,用 tr 多 表示 含 于 多 的 最 大 强 内 草 子 寞 ， 类似 于 定理 
2.1.11,， 有 
定理 2.5.7 设 有 EZ,s(Zs), 若 RT(h,Zs) 余 维 有 限 , 则 
Itr, CARTHh ZJ CT Bk, Ls). 《5. 8) 
证 明 参见 定理 4. 3.7.， OD 
例 2.5.8 设 上 1. 
(a) 若 r 在 zx 一 i 一 0 处 满足 


r 一 二 一 “， 一 2} 了 一 D0, EA Sr 天 0， 
则 rz 强 Z; 等 价 于 (sa 二 so) 其 中 


9 __ EA 
€ 一 SEN 00) 0 一 sen| EF r(0,0), 
(b) 车 了 在 #= 一 人 一 0 处 满足 
9 和 可 
r= 部 一 … 一 | 坟 r =D rr EA 


则 rz 强 之 ， 等 价 于 (eX BO， 并 中 


(0， 0) , 必 一 sgn 一 Er (0,0). 


所 一 sgn| 襄 
我 们 来 证 明 {a)， 类 似 可 得 中 7?. 不 妨 设 
rudy) 一 hud) + cus AAt ceau Dur 十 css 让， 
这 里 hus A) =AA 二 Bu, ABAED., 则 易 见 RT OR, Ps) — {ot 
uA {x}. 帮 由 


和 二 


HRTOR 2) = Hr ARTO ,FE)) CTC 2,(h, ,ZL,) 
及 定理 2,5.,7 知 7rr 强 Z; 等 价 于 机 . 令 
hla ad) — eA dutyh tuysad) = thitasd) 十 (1 CO— Ron, A), 
则 RTCA,Z2)= wr,A){z}, tEL9,1]. 出 定理 2.5,3, 友 i 强 ZZ 等 
价 于 总. 口 


2.5.3 普 适 开 扩 及 其 识别 


Zs 开 折 的 概念 也 可 像 $ 2. 3 中 那样 引进 ， 

定义 2.5.4 设 eE 弄 . 称 GEEoo 是 gEGsi(Z2) 的 达 和 参数 ) 
Zs 开 折 , 指 G(r, 0) 一 gz 且 G 一 zh 一 一 CCzha) 设 
Gx,0) 和 H(z,4,8) 是 g 的 两 个 Z, 开 折 . 称 吾 可 由 G 代理 , 指 

HOrsA,B) 一 SC(roA PAGE AB A,B), ACP)), 
其 中 S$,XE Zo 和 AGE 人 .满足 

Sx,A0) 一 了 (rs0) 一 了 CA0) = 4,A(0) =— 0. 
称 g 的 Zz 开 折 GG 是 通用 的 , 措 g 的 每 个 Z 开 折 可 由 C 代理 称 
&g 的 通用 Z; 开 折 GG 是 普 适 的 ， 指 G 含有 最 少 的 开 折 参数 ， 其 开 析 
参数 个 数 称 为 g 的 余 维 数 . 


类 似 地 可 定义 g 一 rxE B.A(Z2) 的 Ze 切 空间 


Tag: Ps) 一 及 工 (5 ,元 ) 十 本 £5. 9) 
并 且 由 (5.6) 可 得 到 其 计算 公式 
了 (三 一 《rr 人) + BBE}, {5. 10) 


还 可 有 
定理 2.5.9 设 8zyh) 一 r(ayh)z 的 让 参数 ZZ 开 折 ,G(x,A， 
a) 二 ROwsAy0)r. 则 如 为 通用 的 当 且 仅 当 
G2) = Tg 2) + R{aR/aa | os ,3R /G0 | oo} {x}. 
(5. 11) 
证 明 参见 第 四 章 定 理 4. 4. 2. 口 
由 定理 2. 5.9 可 知 ， 
例 2.5.10 设 fg 一 rzry|e| 一 j12| 一 |z| 一 1 
= A 


(a) rr 一 et 十 Be*， 则 
Tig Zs) = Cntsd) 二 REN {Lr}. 


T(g,2s) 在 alZs) 中 的 补 空间 为 
{Re 二 一 1 0 扫 了 所 :一 1 
Ri{agn sr sn {rT}, 


套 codimz, 二 艳 一 1 ,而 g 的 普通 Zs 开 折 为 


呈 十 | Dy ax 十 > aa 人 | x, 【5. 12) 


i 二 1 了 一 个 
这 里 第 一 个 求 和 式 当 :一 1 时 为 0. 
【by rr 二 eX 十 gr 刀 十 Bt， dm 满足 0G) 有 = 二 2,! 关 2m ,1 记 1H ;或 
《ii) E>2 ,这 2m. 由 . 
RT(g,2) 一 < 有 十 oaru, (Rk — 1)6w: — eA > {XT} 
知 
RE 一 lBwttlr 三 一 【中 一 omar 三 hedur 
三 一 Reoad "wir, IOd .a RITEg,s,). 


又 由 
(Oo lamuzr 一 让 ED 站 下 
— (Eo 1 — RiedA Ma or 人 

及 (和 (说 中 的 任 一 条 可 推 得 六 TE .HRTCg,2,). 进而 "x， 
uArEART(g, ZI). 再 轩 Ag = UeAd ma) rET(g,Z) MM Ar, 
wrsuA"Xx 马 全 (g,Zy)。 因而 可 得 

下 (末了 一 人 十 了 要 人 EN lmoad lu)) {rr}. 

页 codimz,E 一 ! 十 (天 一 1)772 一 1 8 的 普 适 Zs 开 折 为 


一 一 1 


Bg 二 Cm 十 aA 二 十 XT 二 DD) Da)z (5.13) 


el jn 
ke 设 r 一 eh" 十 25uA” 二 Bw， 5 了 0, 于 给 , 则 
RT (Cg,2,) — (6w 十 bud, Bw: — EA"™) {zx} = Tg, Zs). 
由 
uA "Tr ebwir EE euir 三 一 Eee 


* B22: 


= sbinA"zr, mod ART(E ,LD,) 
EART(g TZ)， 进 一 步 可 验证 (习题 - 
2. 10)， 
Tlg,Z) = tA ,HAT A} 

R{ CB 十 bur NV, Cre? — eA NO Ej mel”! 十 pei- 


GABE) = Tg ZL) DRE A Ne Ay A {x). 
故 codimz,g 二 4m 一 1. g 的 普 适 Z; 开 折 为 
中 十 (oa 十 ok 十 和 十 om ii 十 qmA" 十 
十 ean am 十 oo 十 人 十 和 十 mnA 1) 
(C5, 14» 
注 2.5.11 出 于 引进 Zz; 对称 性 ,分 伟 的 余 维 数 会 有 世 降 低 . 
比如 ,比较 2.3.4 和 例 2.5. 10 可 以 看 出 ,分 岔 同 题 gtx,) 二 (x* 
十 A)z 的 余 维 数 codim g 二 24, 而 & 的 Zi 余 维 数 为 一 1. 
我 们 还 可 和 象 2. 3. 3 中 那样 ,对 普 适 Zz 开 折 问题 进行 识别 . 下 
面 举 一 例 说 明 . 
例 2.5.12 设 g(lz, 由 二 rusyA)z Zs 等 价 于 
hrA) 一 《和 十 AT 一 人 
及 设 恕 Cry)T 必 gp 的 一 1 乱 
数 zs 开 折 . 则 局 是 g 的 普天 开 折 当 且 仅 当 在 x 一 4 二 二 二 -1 


J 4! 
BR a a 
3 ¥ -1 
det 到 mb, ja, Bh, x 0. 
人 * 1 
RR Bd pede " ies, 
{5. 15) 
事实 上 ， 由 TOA, Ls) = < ,A> 4 全] 十 及 {zx} 乔 


ItrTth ,2s) = (wt ,A {rz}, 5. 16a)» 
"Is 


ItrTn sy) 一 人 R{1 了 sw} {zr}, ‘5. 16b} 
因而 投影 J; (2 一 (TtrT(h,Z,))+ 特 feed pe Ds 映 为 


Iz ND 一 [0) + PlOu + 3 (0 


1 op -i 
十 十 证 一 1 je TO)! 1], 


设 7 一 rzETeg,ZD). 则 下 可 天 为 
TD = Lalu MrOaaA) 十 ru MB Mr 十 car Cu, a) zx, 
其 中 0) 二 0. 而 由 于 g 一 rz 与 天 为 互 等 价 , 在 Cw,4) 一 (0,0) 处 


一 1 
一 一 2 一 0, 字 >>0, 交 0, 


DN 
ACTA = e000) 十 Ou | 


1 dir, 
十 (二 一 1)1 oi 


记 Y 二 Ta} 站 (TtrTtg))+, 则 有 
A A 1 Fa 
Ve = REO) + PO ~ + TE Br Oe (2), 
因此 由 定理 2.5. 9 推 知 全 = Rr 是 g 的 普 适 开 折 当量 权 当 
(ErT( D2)) += Ve DRIG, ,TG ,)}. 
由 (5. 16b) 知 这 等 价 于 在 x 二 4 二 a 二 … 二 wm_1 二 0 处 (5.15) 成 立 . 


(Ou 11]z. 


§ 2.6 Zs 对 称 初 等 分 倪 
本 节 我 们 讨论 五 余 维 数 所 4 的 一 对 称 分 侈 问题 的 分 类 及 普 
适 开 折 问 题 的 解 , 下 面 先 给 出 它们 的 分 类 . 
2. 6. 1 分 类 定理 


定理 2.6.1 设 g 二 rr€E@i(Zs) ,其 中 rE 满足 r(0,0) 二 


"Bt 


0,H codimz rzs:4. 则 g Zs 等 价 于 sry 其 中 5 为 表 2.6.1 中 的 正 
规 形 之 一 ,而 8,8 二 土 1. 
表 2.6.1 7Z2: 等 变 分 岔 问题 的 正规 形 sx 


3 codims, FT 


{1}) Brt+ea 

{2) Hut ed: 

C3 Swed 
[| 

£5) di 二 eA 

C6) Bu: |+ed: 
[i 

(CB) de Doan eA LE AI 
(9) Srit2cat to 
(C10) dw: Aw EA 

《11 2 Bu Aan eA 

(i2) But 十 EA 

(£13) Suea’ 

(14) Best A ed 

(15) re + Rn 二 EA 

1B) Bw A ed’ 

【17) er + Mu? eA: 

C1 Sw + An EA 

IQ Dus 十 eA 


eH 


2.6,2 一 些 引 理 


定理 2. 6. 1 的 证 明 要 用 到 一 些 引 理 . 设 8g 一 rzEQsa(Z2) 的 
余 维 有 限 ,rE Zi 满足 rc0,0)==0. 为 方便 起 见 ,在 本 小 节 中 我 们 
记 

ri = (TI 0N)r (D0), 
k= minfilro 3 0}, i= min{j|ro.; 0}. 

则 直 g 余 维 有 限 易 知 和 ! 都 是 有 限 数 . 

引 理 2.6.2 设 g 一 rx 的 Ze 余 维 有 限 . 则 

(a) Tlg,Z YC tu uA dtRIr})} {zr} 用 

,85 。 


codimz, g A 二 i 2. 


{by 如 ZZ 等 价 于 
eR 十 aADw 十 十 -1D ! 
二 Bw! 十 a (us tt? Yr, 《6. 1) 


其 中 加 (0 一 D,1sS jsy 一 士 1. 
证 明 ”由 命题 2. 2. 13,， 不 妨 设 
rfah = eX 4 ba 二 二 BC!, 
+ BA + Bes Otl + Bra ls AYmtt?, 《6- 2) 
其 中 刀 (0)==0, 1 入 7 局 B00) 关 0. 易 风 yy A Ay; 认 》 ,而 
codimz 《te ,A 328 二 一 2 可 见 人 a) 成 立 . 
对 于 Cb), 我 们 先 证 , 适当 取 50 并 用 十 区 人 要 代替 (56. 2) 
式 中 的 后 ,可 使 x 中 ! 的 系数 为 0. 事实 上 , 命 吉 (a;A) 二 rw 十 
bla hi. 则 可 表 成 
站 人) 一 十 ef 十 … 十 CC 十 eof duu:, 
(6. 3) 
其 中 cj)00) = 二 0,1 扩 7 过 一 11000) 二 B00) 关 0, 而 ce 本 表 成 
CpaA) 一 下 (0 + Bo AL CA) 
十 aatAyBCD 十 于 十 CA) CBCADYD™, 
m 二 [< 和 ,使 4(0) 一 … 一 onC0) 一 0. 于 是 ,对 6 的 多 项 式 
FOAb) = Bnd) hoe + a CVE + OE. 
傅 5== 一 Br100) /C886.C0)), 则 
FlOWB) 一 DPC) = Koi(0) EO. 
由 隐 尊 数 定理 知 存在 5=5() 合 FG.5C60D) 二 0,5800)==5, 即 r(x， 
DRC6, 3 中 ci 三 0. 
对 ritay 力 中 的 4 用 Ac2) 作 变换 ,得 
[ocACO) | Cu ACYY = 
e[ccACODY TCCACOYY + But 十 … 
于 是 , 取 A() 为 4= Meth)|? 在 4A 一 0 妈 的 反 函 数 , 则 得 到 
(6, 1) 形式 .《b) 得 证 . 0 


a 有 


在 例 2.5 8 中 ,我 们 讨论 了 k 一 1 或 ! 一 1 的 情形 ,下 面 考虑 有 六 
2,! 关 2 的 情形 . 首先 指出 
引 | 理 2.6.3 设 g=rzx 余 维 有 限 ， 目 1rE€@i 满 站 
ro 二 ro= ro 二 下 =ro 二 04 及 roorov 0 守 2. 
(a) 若 存在 光宇 1 使 ,二 0;,1 挝 7) 而 总 .wn 了 0; 则 g ZZ 等 价 
于 5z, 其 中 * 为 下 列 函 数 之 一 : 


5 | codimz sz 

C1) edt Ow, Lm 中 一 ] 
(C2) edt hw br, 1 一] 7 天 2 十 于 一 
C3) el" 2bArut Oe, t=2m bb dm— 1 
C4) eA™ 2B A Ya (= 2 0 0 DED 2m+ NO] 

二 Sw: ， 3 之 抽 十 1 计 入 

寺 2m 一 1 

(C5) eA 2 Cat A {= 2m4 宇 3m 一 1 

十 天 十 人 《下 
(C6) 6 虹 十 2 十 4 十 下 ?十 证 和， 一 2 一 也 3 
(7) eR 十 2( 士 A 十 FA RD 5 

tewi tdlu, au’, 


Cb) 车 让, 二 0;j 一 0,1,…, 则 g Zs 等 价 于 上 述 情 形 (1), 即 二 
+ 6w ,codimz, =21—1. 
证 明 由 引 理 2. 6.2, 并 科 用 命题 2,2, 13, 不 妨 设 
riusa) = ed + ataAjr + dw: 4 du anu, ED = 0, C6. 4) 
(ai a 可 以 表 成 ai 一 20r60 ,6800) 关 0. 我 们 分 下 述 四 种 情 
形 讨论 : 
{i) mi , 
(Ci) lm ns 
Oi) f=2m, (#0) FB, 
(iv) 2= 2m: (B800)):=88(=1), 
一 十 2 人 AR 二 RTOr, 一 《St 一 el 
dw 十 bXw) {xz}). 于 是 
,97 。 


EN = Wr SS A Mar 
= HOON mod -ARTCOrz, D,) 
玻 (s6X 一 (5OD "wrEAARTCr;yB2). 可 现在 GQ), Ci 和 (ii) 情 
形 , Xr, A" zt 和 加 wir 均 在 -到 RTICrzy zs 中， 由 定理 2.5,. 7 
并 rz 与 xZs 等 价 . 
对 情形 (i)，rz Zs 等 价 于 (ex 十 Bw )z 由 鲍 2.5.105a) 知 
codimz rz 一 codimz (6 十 Ba Jr 一 到 一 1， 上 归结 为 (11)， 
对 情形 Gi) ,rz Z 等 价 于 (十 sgn 500) rw 十 Sw:)x， 由 例 
2. 5. 10 (b) ,codimz rz 一 /十 产 一 1 本 归结 为 (2). 
对 情形 《ii) ,不 妨 设 
BOA) = 十 BtA 十 十 Bemis bo A 0 6b A 6, 
车 如 4 一 一 5m_!1 二 0; 刚 7 一 aA* 十 26 十 ;由 例 2, 5, 10(c3， 
codimz rz 一 4m 一 1, 归结 为 (3)， 
车 B41 二 "二 By- 一 0,bw 闫 0,m 二 1N<2m, 则 
rma) = eA + Oba | Bwar Bo A Nn du’, 


由 7 一 地 二 一 志和 一 ug(2)， za(0) 天 0， 知 A rE 区 (rr ,Z 7， 可 


网 Mn+lgroyahen arE .TIrzyz:)， 由 此 可 推 其 5 习题 2. 10)， 
Fr 。 了 :等 价 于 [ez 十 20B 姑 十 如)2 十 82 ]zr, 经 尺 庆 变换 可 知 后 
者 五 等 价 于 [alt 十 2(6 如 十 sgniwav)a 十 Be]z, 可 以 验证 (习题 
2. 10) 它 的 切 空间 的 补 空间 为 
了 腿 人 四 

因而 codimz rz 一 十 2m 一 1, 归 结 为 (4)， 

对 情形 (iv) ,可 设 

rusA) = eA™ + 2XrCo Tt cat FO + Eu du Mu, 
其 中 zc 一 sgn bC0). 令 7 一 etw 二 or)? 十 2cXrtlw. 由 wry dC 性 (， 
uA" ,2") 知 | codimz rz 这 3m 一 1。 当 c 二 0 时 归结 为 (5). 下 面 只 要 考 
虚 mw 二 1 的 情形 ,这 于 RT(rzr,Z) 一 <p,q) 1x), 其中. 
p= elu oa edu,g — evtu tT FA) CA, 
先 设 c 关 0, 由 中 山 引 理 可 知 


= 


(up— ut cag ut onip, 
Ca 十 ou)209 Cu oA wg Weg) = A 
因而 .zx 志 -ERTIrryZ) 故 rz Z: 等 价 于 rz. 作 尺 度 变换 知 
7x， Z 等 价 于 (ez 十 ol 十 2612tJzr， 8 二 sgnc. 可 以 验证 (习题 
2. 10) ， 
GD) 一 工 (CrZ) 四 RiI1 NE){z}. 
于 是 codimz rz 一 3 归结 为 (67)、 
若 c==9, 则 =t 必 十 24(g 十 Ww 十 es 十 dusyA)w。， 林 以 验 
证 (二 题 2. 10)， 
PD) 一 (TOrz Za + A TD) DRu un,l) {r}, 
于 是 codimzrz 守 5， 归结 为 (7). | 
最 后 ,对 于 Cb),a(4) 为 平坦 元 ; 仍 可 将 a 写成 a(4) = 
2 和 五 (0 ,mm 衬 [的 形式 ,只是 8500) 二 0, 并 可 归结 为 情形 恒 ) 作 同样 


讨论 ，。 J 
引 理 2.6.4 设 rEG., 满 足 
ro Eo = = = ro E02 
E codimz rz.4. 则 g 二 rz 2 等 价 于 sr 其 中 s 为 下 列国 数 之 一 . 
3 codimz sz 
CL) 5 下 十 oa 十 让 3 
《2) ea + oA’ + dw 4 
C3) EN 十 oAwt dm 4 


证 明 由 引 理 2. 6.2 ,不 妨 设 

1 = EAR 二 aA + a rn 十 人 十 全 [CA ， 
其 中 mm 六 lyaf0)as(0) 天 0 由 引 理 2.6. 2 及 codimzrz 魏 4, 知 3 
十 :一 2 委 4, 即 {所 3, 因 此 /=2 或 3. 

车 rn 宇 !, 则 易 见 

Trrs Bs) CC Cn A 二 ERR{r}) {zr}. 

可 见 codimzsrz 字 codim (Cy 计 ) 十 四 fn)) fx} 汪 3 一 1 祷 5; 这 与 
codimz rs<s4 了 矛盾 ,因此 1a< 或 mc 


.89 ， 


当 [=2,m 二 1 上 肝 ， 

rua) = eA aad + ds AV ie + dn + a uA, 
令 ra 轨 一 十 afgD)ia 十 2 则 可 以 象 引 理 2. 6. 3 证 明 中 那样 类 
似 验 证 

Ter,D) = Cad, FO0) {rz)}. 

故 7 等 价 于 Ce 十 sgna C0) 和 十 Bu)z. 由 例 2. 5. 10(b) 知 
codimz,rz 一 3， 归 结 为 (])， 

当 =2,# 二 1 ,加 之 2 时 ， 

rimsa) — ex 二 AR a Ad + Bw + as Cus A)ws, 
倒车 A 二 eX 十 ar CO 十 dr2. 则 

RTGx, Es) — C6u3 一 28% ,3ed 十 ar(O) hu) {xr} 

日 


Fur 三 ztz 三 一 ede 


(a OAT mod -ART(Y,Z,). 


只 | 


这 说 明 whrTE ARTCGz Zs), 进而 wr wrE .ERTIrzZo) 故 
rz 2 等 昼 于 rzr, 而 rx Z; 等 价 于 sx， 其 中 5s 一 eX 十 Az! 十 Owi 6 一 
sgndizt0), 由 于 
TEC sr = Ca AR) 十 机 1264 十 a CO }) (rT}, 
EE) = TUER + oddu zr,L) DR{l,A,u ud} {zr), 
故 codimzrx 二 4, 归 结 为 (2). 
当 【一 3 和 一 了 时， 
rwsa) 一 ER a CA 十 fa 二 Br + a uA!. 
令 Ge 为 一 虹 十 aa (0)Mu 十 22, 刚 可 区 伏 验 证 ,rz Zs 等 价 于 7z. 而 
开 (rz Z 一 (ahiyz) 故 rz2: 等 恒 于 (人 开 十 oa 十 Ba 一 
sgnai(0)， 册 例 2. 5. 10(b) 知 codimz rr 一 4, 归 绩 为 (3)， 
最 后 ， 当 1 二 3; 之 1 ,m4 之 2 时 ， 
了 (二 到) CC Cu utiA ,ua ,dy 二 区 {rl) {I }, 
而 codimz rx2codimt Cu a AyuA A {x}) 一 上 一 5. 已 


"= 


引 理 2. 6. 5 设 rE@,.; 满 是 

ro 二 fo 二 0.0 入 ?Y 和 3,1 三 了 世 rer 天 022 
EH codim; rzt4. 则 rx 加, 等 价 于 

(Cex 十 A Ou! yr, Codirnz rx = 4. 
证 明 . 不 芒 设 r(z ,办 为 
Ed 十 本 (可 让 十 全 (加 十 人 和 十 Bed 十 ef 

这 里 msn,p 尝 la1(0)a(0)a (0)AA0, 

由 引 理 2, 6, 2 及 codimz rz< 扫 4 知 4 十 [一 2 委 4: 故 [一 2, 若 迪 2 
刚 Tr 2 CC A 而 codim (wt ,wiA, RB) =6, 
圾 codimz,rz 之 5, 这 与 引 理 条 件 矛 盾 , 共 而 闫 王 1. 今 tw ,二 
十 a CO 十 Bm:， 类 航 可 验证 ,rx 2 等 价 于 产 . 而 全 (rx,Z;) = 
《42 下 1 枚 rr 本 等 价 于 (Ce 十 ait 十 Ba 一 sgEnclgD0)， 
由 例 2. 5. 10(b) 知 codimz rz 一 4. 吕 


2.6.3 分 类 定理 的 证 明 及 普 适 开 折 


定理 2. 6- 1 的 证 明 设 g=rz 满足 定理 2.6.1 的 条 件 . 则 例 
2. 5. 8 和 2. 5. 10 给 出 了 (1 一 (5),(7),， (12), (13) 和 (19) 类 ; 引 理 
2.6.3 给 出 了 (6),(8) 一 (10), (14) 和 (15) 类 ; 引 理 2. 6.4 给 出 了 
(11) ,C16) 和 (17) 类 ;最 后 , 引 理 2. 6. 5 给 出 了 (18)? 类 ， I 
在 进行 分 类 定理 证 明 的 同时 , 我 们 还 给 出 了 19 类 正规 形 的 普 
适 开 折 . 
定理 2.6.6 定理 2.6.1 中 19 类 正规 形 的 兽 适 开 折 为 sz* 其 中 
s 分 别 为 : 
(1) Buteds 
《2) 6 十 上 十 后 
《3 十 EL 十 的 让 
(Cd) 0 十 上 十 四 十 as4i 
【53》 全 于 十 5 汗 的 在 十 aa 
CB) Be | eA 二 roa 二 iraadas 


号 1 * 


(7) ual taAtan: 

(8) dw: 2pAxt eR 二 eA a 

C9 Be 二 2 十 攻 )# 二 站 十 名 十 A 

C10) Swe 十 和 十 十 十 QA 二 As 

【11)》 Sw 十 AwteR 二 a 二 Tan on: 

C12) but ea aut a aus 

C13) 如 十 上 十 四 十 村 本 在 十 wm 

Cd) 朴 士 直 十 E 玉 十 本 十 a4 二 相形 十 本 于 

C15) Se 二 Rw 十 Ee 直 十 十 A 十 十 A; 

C6) 站 十 外 十 E 十 本 十 如 和 二 的 下 十 四 2 

C17) Bw te 十 e 十 而 二 A 二 Fouad} 

(18) But tantel+a ou ow 

(19) Gu’ eit ont on a tet. 

证 明 ”出 例 2.5. 10 中 的 人 a) 得 人 ?一 (932123 (C13) 和 (19) 类 ， 
(b) 得 (to),(11)， (147 一 (16) 和 (18) 类 ;cec) 得 (8) 类 .、 剩 下 59) 和 
《17) 类 的 普 适 开 折 已 分 别 售 在 引 理 2. 6. 3 和 2. 6. 4 的 证 明 中 ， 口 


习题 二 


2. ] 证 明 命 题 2. 2. 1. 
2.2 设 gCry Ma) 一 大 十 -NA 十 此. 证 明 
RT(Eg) = A AAD 十 A RY 
十 限 {zs 十 Mrs 十 蛤 ,5zrs 十 34z3)， 

并 计算 T(t(g) 和 找 出 g 的 普通 开 折 ， 

2. 3 ”证明 车 g, 有 ES, 等 价 , 则 codimRT(g) 二 codimRT(h). 

2. 4 证 明定 理 2. 2. 3(a) 之 道 ; 设 理想 FCE。s 余 维 有 限 , 旦 满 
是 RT(p)CAF ,对 VY pE AZ. 则 是 强 内 列 的 . 

2. 5 证明 同 2. 3.11. 

”2.6 对 如 .中 余 维 数 委 4 的 单 变量 分 岔 问题 进行 分 类 .( 提 

示 : 有 三 个 新 的 余 维 四 奇 点 , 即 ex 十 A,ex’ 十 BAr ,er 十 6X. ) 

2.7 ”证明 命 莫 2. 5. 4. 


» 2 


2.8 证 明 命 题 2. 5. 6 
2.9 设 gEGalZs) ZZ 等 价 于 (ez? 十 8X)x,e,6 一 土 1, 且 GG 
是 gg 的 庆 一 1 参数 苹 开 折 , 求 G 为 g 的 普 适 室 开 折 的 充 要 条 件 . 
2,10 将 引 理 2.6. 3 证 明 中 等 验证 的 练习 管 案 补 土 ([ 参 见 
GL]). 


二 Od 


第 三 章 ”和 群 论 方法 


本 章 介绍 的 群 论 方法 是 对 称 性 分 盆 理 论 研究 的 基本 方法 , 它 
包括 “几何 ”和 “代数 ”两 个 方面 . 

几何 方面 的 基本 内 容 是 紧 Lie 群 的 表示 论 . 我 们 先 在 8 3.1 
中 引进 紧 Lie 群 的 概念 ,并 着 重 讲述 Haar 积分 ,这 是 一 类 关于 群 
作用 的 不 变 的 积分 ， 再 在 3, 2 中 介绍 群 表示 论 ， 其 中 特别 讲述 
Peter-Weyl] 定理 ,用 它 可 推出 我 们 取 正 交 群 的 闭 子 群 作为 紧 Lie 
群 的 会 理性 . 不 可 约 表 示 在 群 表示 论 方法 中 占 重 要 地 位 ,我 们 将 
在 $3.3 中 专门 讲述 ,其 中 包括 Schur 和 Frobenius 的 结果 ， 然后 
在 $3.4 中 讲述 刻画 分 倪 问 题 对 称 性 的 迷 向 子 群 ， 

代数 方面 的 基本 内 容 是 不 变量 理论 , 它 可 以 将 一 个 等 变 分 贫 
问题 约 化 成 较 规 范 的 形式 ,我 们 将 在 8 3, 5 中 通过 一 些 实例 介绍 
不 变 函 数 环 和 等 变 映 射 模 的 有 限 生 成 性 质 ,并 在 83.6 中 对 83,.5 
中 的 一 些 基 本 结果 给 出 证 明 ， 


33.1 紧 Lie 群 和 Haar 积分 


本 节 通 过 一 些 实例 介绍 紧 Lie 群 的 概念 ， 紧 Lie 群 的 重要 性 
质 之 一 是 其 上 存在 着 不 变 积 分 , 央 Haar 积分 本 市 将 给 出 Haar 
积分 的 存在 性 及 它 的 一 些 基本 性 质 的 证 明 


3.1.1 紧 Lie 群 的 概念 


在 $1.1 中 我 们 曾 把 紧 Lie 群 看 作 正 交 群 0(x) 的 闭 子 群 . 一 
般 来 讲 ,有 下 面 的 定义 ， | 
定义 3.1.1 称 集 合 工 为 Lie 群 , 指 工 既是 可 微 党 形 又 是 群 ， 
并 且 群 运算 ,7) "名 :TXT 可 微 . 称 Lie 群 工 是 紧 的 , 指 


= 人" 


作为 可 微 流 形 工 是 紧 的 ; 称 工 是 Abel 的 , 指 它 的 群 运算 交换 ， 

例 3.1.1 在 81.1 中 我 们 列举 过 一 些 紧 Lie 群 ,它们 是 正 交 
群 0(m) 及 其 闭 子 群 ,如 特殊 正 交 群 S9(a) ,圆周 群 $ 守 SO(2) ,二 
面体 群 D。 及 循环 群 Z。 等 . 

例 3.1.2 任何 有 限 群 是 紧 Lie 群 ,只 要 赋予 它们 离散 拓扑 . 

例 3.1.3 有 限 个 紧 Lie 群 的 乘积 仍 是 紧 Lie 群 . 特别 ,= 维 环 
面 T= XXS tn 次 ) 为 紧 Lie 群 . 事实 上 ,8 一 C06 人)ET' 
可 等 同和 于 GL(2w) 中 的 对 角 块 秆 阵 

diag {Re 是 Re } + 

其 中 Ro ESO(2) 为 角度 的 旋转 ( 见 例 1.1.4(a)), 易 见 ,T" 还 是 
Abel 群 ， 

. 例 3.1.4 设 工 为 紧 Lie 群 , 记 卫 为 了 的 含 单位 元 e 的 连通 分 
支 ， 容易 证 明 开 "是 工 的 正规 闭 子 群 ,因而 T? 也 是 紧 Lie 群 , 旦 商 群 
T/T* 是 有 限 群 .如 

Dn) — On). 
例 3.1.5 有 时 我 们 会 遇 到 复 的 一 般 线性 群 
GLOnC) 三 GLCC") 


中 的 紧 子 群 ,如 要 群 
Un) = {A E GLn,C)|ATAQ= I,} 
《4 表示 4 的 复 共 恩 ) 及 特殊 丁 群 


SU =— {A E Utn) |det A = 1}. 
车 在 有 RC 上 引进 内 积 
(zp) = Pry (zy) = Dy,) (1.1) 
则 OCn) CU Gm) 由 展 "CC*) 上 保持 内 积 不 变 的 线性 变 撞 组 成 . 
最 后 ,我 们 介绍 重要 的 四 元 数 及 四 区 数 群 . 
例 3.1.6 上 先 回忆 四 元 数 体 . 四 元 数 体 柄 是 巢 上 由 一 组 基 {1 
i js 由 千 咸 的 代数 ， 其 中 1 是 乘法 单位 元 :7 满足 
一 天 二 下 一 一 ]， 
二 一 琅 二 下 诬 二 一 上 jj 一 i 和 一 一 访 二 上 


(1. 2) 


-= b= 


下 中 的 元 zx 可 吉成 

: 工 一 To 十 ta + rs 十 kr,, {1.3)» 
其 中 royza 2 二 为 实数 (ro 前 省 略 因 于 1). 鹉 是 环 , 其 非 党 元 关 
于 飞 法 成 群 ,因而 到 是 一 个 体 ， 称 垩 中 元 素 = 为 四 元 数 ,并 且 定 义 
其 共 辐 三 和 模 |z| 分 别 为 


T= Xo i js 一 天 
[x = vxt om Ne 二 + 十 柱 十 5. 


若 x 了 关 0, 则 其 道 x 一式/ 之 | 
易 见 觅 x 二 zo 十 还! 十 js 十 x3 到 为 


To 证 1 证 下 3 

Wa)=m| 01. 4) 
一 Xs 3 To 1 
本 Ts ™ Es 1 十 日 

的 映射 是 体 同 梅 看 -一 { 更 (z) 和 反攻 (04 虽 二 和 三 }， 进 而 ,通过 对 应 
1 0 0 1 
站 
od 1 一 1 0 


并 且 注 意 到 四 元 数 (1. 3) 可 表 成 : 
r=a+bi, a 二 zo 十 iwi 上 = TY 十 tI， 
则 由 (1. 4) 可 得 对 应 


T= 二 a 二 ei | i a 1. 6) 
bb 4a . 
这 是 三 到 
| ® je 2,C) ab EC 
一 下 a 
的 怀 同 构 . … 


称 乘法 群 {zE 桓 ;|z| 一 1) 为 四 元 数 群 , 易 验证 它 同 构 于 
SUC2)， 


3.1. 2 Haar 积分 


这 一 小 节 我 们 先 介绍 紧 Lie 群 上 Haar 积分 的 概念 和 基本 性 


=" 96。 ， - 


上 


质 , 在 下 两 小 节 中 再 给 出 证 明 ， 
设 CD) 为 紧 Lie 群 了 上 的 连续 实 值 函 数 的 全 体 ， 
定 光 3.1.2 开 上 的 Haar 积分 是 一 个 线性 泛 函 | :cm >R, 


多 rr 《或 记 为 | war， | OYd7), 即 


(i) (线性 ) | a + pp) =4 | 9 +p jg; 对 一 切 p ,ECT) 
及 4,# 蕊 区 成 立 . 
并 且 还 满足 : 
(ii) ( 非 负 性 ) 着 9 00)20 ，Y YET, 则 |p > 


Gi ( 右 不 变性 | p04)ar=| par, Y teT. 

Giv) (规范 性 ) | 1 一 1, 这 里 积分 号 中 为 常 值 1 函数 ， 

定理 3.1.7 设 了 为 基 ILie 群 , 则 TT 上 存在 唯一 的 Haar 积分 
| :cr 到， 而 且 它 还 满足 

(v) ( 正 性 ) 车 9 非 节目 p (DZ20, VY YET, 则 |g>0. 

(vi) ( 左 不 变性 ) js (a7=|, ,9 Dar, YEET 

《vii)( 逆 不 变性 ) | rp War=| ,9 (YDay. 


注 3.1.8 (a) 对 于 紧 Lie 群 I, 取 COTI) 中 元 gq 的 范 数 ||g1|= 
sup 19《7) | 可 使 CI) 成 为 Banach 空间 ,而 Haar 积分 为 C(T) 上 的 


有 界线 性 泛 通 . 
(b》 Haar 积分 可 以 目 然 推广 到 连续 映射 CT 下 "7 上 |， 


| 一 (je | | ; VO= (pep E COT;R"). 
(ce) Haar 积分 还 可 以 推广 到 连续 复 值 函数 上 
| 一 | Rer 十 | mw » YECTC). 
(d) 有 限 群 了 上 的 Haar 积分 为 


由 号 站 


js= TFI ye (7)， 《1.7) 
fF 7 蕊 下 . 


其 中 IF 是 工 的 阶 ( 即 的 元 素 个 数 ). 
例 3. 1.9 =SO(2) 上 的 Haar 积分 为 


一 工人” 
[9= 去 | CRoa8 (1. 8) 


3.1.3 紧 群 上 连续 函数 的 平均 值 


紧 群 是 措 上 共有 群 结 构 的 紧 拓 扑 空间 ,并 且 群 运算 连续 .本 小 
节 我 们 讨论 紧 群 上 连续 函数 的 平均 和 值 问题 ,在 下 一 小 节 中 再 证 明 
这 样 的 平均 值 就 是 Haar 积分 . 由 此 得 到 紧 群 上 Haar 积分 的 存在 
定理 ,而 定理 3.1.7 则 可 作为 这 个 结论 的 特例 成 立 ， 
在 注 3.1. 8(d) 中 ,我 们 已 见 到 在 有 限 群 上 函数 的 Haar 积分 就 
是 该 函数 的 平均 挤 . 为 在 紧 群 上 引进 适当 的 函数 平均 值 的 概念 ， 
我 位 先 做 一 些 预 备 工 作 . 
定义 3.1.3 设 荆 是 紧 群 . 称 子 集训 CCCT) 一 致 有 界 , 指 存 
在 可,mEE 及 使 mp (CMY 9 E 6 ,EET; 称 2 等 度 连续 ， 
指 对 任意 ex>0, 存 在 单位 元 eET 的 邻 域 品 使 当 &,9ET, 多 1EU 
于， 
[pO 一 凡人 | < YPE BE. 
命题 3. 1. 10(Ascoli) ” 设 工 为 紧 群 . 若 BeCCCT) 等 度 连续 
月 一 至 有 界 , 则 BE 中 的 每 个 无 穷 序 列 有 收 繁 子 列 ， 日 
这 是 经 典 的 Ascpl 定理 (也 称 Aseoli-Arzela 定理 ) 的 一 个 特殊 
情形 ,该 定理 的 证 明 可 在 几乎 所 有 的 泾 函 分 析 书 中 找到 ,例如 
[ZL |. 
设 多 ECOTY, 记 
M, = sup? (€) ， ms, 一 in{ pC&), 
并 称 as(2 ) 一 对 "一 mr 为 的 振 帆 . 对 于 工 中 的 有 限 序列 A= 
fa-1Cm, 记 
(AP )CE) = 二 1 Sy (ém), &EL. (1. 9) 


和 


则 CA ,pg )ECCT) 并且 
ms EhAAPIOO EM,, YET (1.10) 
考虑 CGI 的 子 集 
= {AA,P) ECIT)IACT 是 有 限 序列 }. 
我 们 将 证 明 在 2 CC) 中 存在 振幅 趋 于 零 的 收 化 子 列 ,其 极限 
函数 兄 为 ”的 .Haar 积分 ， 
由 (19) 式 易 见 ,对 有 限 序 列 A 一 fa; 扩 ;，B 一 全] 入:CT， 
A(B,h(A,P)) = A(BA,Y 》， (1.11) 
其 中 BA = {fa si} sernnejicn: 

引 理 3. 1. 11 设 gECT)， 则 存在 常数 CE 及 ,使 对 任意 

>0, 有 T 工 中 的 有 限 序 列 态 满足 
[AKCAPDC 一 Cs， YYéel, 

证 明 ” 先 证 .2523 等 度 连 续 . 因 械 紧 , 故 8 ECGD) 一 致 连续 , 即 
性 给 e2>0, 存 在 eET 的 邻 域 V ,使 得 当世 ,7ET 满足 兮 "EVW 时 ， 
1p (一 9 (D| 过 于 是 对 本 中 的 有 限 序 列 A= 149}?-1， 由 (#aj) 
XR) 1 二 1EV 知 |9 (Ba) 一 yp (za) | 之 es 进而 ， 


下 
AP I — AA PID EF Dp (ta) — pa)| < 


故 多 35 是 等 度 连 续 的 . 

2 是 一 致 有 界 的 ,这 是 因为 对 了 中 有 限 序 列 和 ,总 有 (1.10) 
式 . 记 5=infiatgy lgE2G). 取 1p) 握 放 ? 使 at9p7) 一 人 由 命题 
3.1. 10,{1Ppi 有 收效 子 列 { 凡 } ， 设 四 9%E CCT)， 

断言 多 是 常 值 画 数 ， 

证 明 ” 若 不 然 , 则 mp 过 林 ;; 因 而 有 开 集 UET 使 $8 伟人 M 过 
MysY EU. 由 TT 紧 知 工 的 开发 盖 {UB 18ET} 中 存在 有 限 子 履 
盖 {U 记 wi: 记 B 二 1B}i. 设 2ET. 若 EUB', 则 gcé8) 所 MM 
MM,, 因此 myCBBC Maath(B = < 因 因 bY, 
故 存 在 正 整 数 售 

[Be — | GN/3, YéelL. 
于 是 


sm 


1A(B ODSE) — ACB ,GO | 


+ [EB) — WEBN| < 0 6)73. 


因而 a(hCB， ps 十 2(B 一 8 "13<5. 但 这 与 8 的 定 必 蔬 盾 ， 
因由 .11),hCB ,J EEE, 本 汤 言 得 证 ， 
设 ==C, 则 常数 CE 区 福 足 本 引 理 的 要 求 . 口 
对 于 pp ECOT) 及 本 中 的 有 限 序 列 B={ 训 );-1; 可 伪 (1. 9) 式 
类 似 地 定义 


A'(B,p )(é) 一 +> (BE ,» ¥éEL. 


容易 证 明 

me EAB PI EM,, YEL, (1. 12) 
县 对 工 中 的 有 限 序 列 态 和 B 

hOBRA,P)) = AA A TB,P )). (1.13) 


另外 ,了 关于 运算 全 ,办 F= 欠 成 为 群 , 记 为 了 . 由 全 是 紧 群 易 
知 也 是 紧 群 ;而且 关 于 械 的 活 数 有 (B,g ) 恰 为 关于 本 的 唤 数 
h(tB,g ) ,对 后 者 应 用 引 理 3.1. 11 得 到 

引 理 3.1.12 设 9gECIT), 则 存在 常数 CC 及 ,使 对 任意 > 
0, 有 术 中 的 有 限 序 列 B 满 足 


| 下 (BO — CC | 8, ¥ ésel, D 
称 引 理 3. 1. 11 和 引 理 3. 1. 12 中 的 常数 C 和 和 C' 分 别 为 9 的 右 
下 均值 和 在 平均 值 、 


引 理 3.1.13 设 wyECCT)， 则 9 的 右 平均 值 和 左 平 均值 祖 

等 ， 
证 明 设 C 和 和 忆 分 别 为 ?的 右 平 汐 信 和 诺 字 鸣 值 ， 则 对 任意 
ez0, 存 在 了 中 有 限 序 列 和 和 了 满足 
[ARCAP)IEY— C| < 一 e， 


YE 
IRCB PIE — CI 
因而 利用 (1. 123 和 (1.10) 式 ,有 
A EE 和 本 C 和 
[A CB,h(A ,py (8) | < yéer. 


IARCA,A BINMEY — CC| < 
-LOO = 


由 .13) 知 ;1C 一 CC | 过 28. 由 的 任意 往 ,C 二 CC. Dn 
引 理 3, 1. 11 和 引 理 3. 1. 12 表 明 每 个 gp ECT) 都 有 左右 平均 
值 ， 而 引 理 3. 1. 13 表 明 p ECOF)? 的 左右 平均 值 相 等 ,因而 是 唯 
一 的 . 国 此 对 史 ECtT)， 存 在 唯一 的 常数 CE 及 使 得 对 任意 ce 六 
0, 有 T 中 的 有 限 序 列 A 和 日 满足 
(AD 一 下 | < 
| 和 (了 BP DC — CI < 
称 此 常数 忆 为 gp 的 平均 伪 , 记 作 C， . 


3. 1. 4 ”Haar 积分 定理 的 证 明 


¥Y gEeEL,. 


设 T 是 紧 群 ,函数 | :CCT) 一 展映 p EC(T) 为 的 平均 什 
| 8 =C。 .下面 的 定理 给 出 一 般 结果 


定理 3. 1. 14 在 紧 群 上 存在 唯一 的 Haar 积分 , 它 就 是 函数 的 
平均 值 , 旦 满足 定理 3.1.7 中 的 三 个 条 件 . 

我 们 通过 一 些 引 理 来 证 明 这 个 定理 ， 

引 理 3. 1.15 对 gg ECT) 及 械 中 的 有 限 序 列 入 ， 


= | Ap 
证 明 ”对 任意 se>0, 存 在 工 中 的 有 限 序列 也 使 
| CB,p C6) 一 jel<e, veer. 
故 对 每 一 ET， 


| 一 上 < main SAA BS ED 


< mp 扫 | 十 Es 
即 
JACA WB,p ))(E) 一 | 一 e， 
从 而 


" lol* 


bE (BACA,p )) (EF) 一 | < E. 


因此 | 是 A(A,9 ) 的 左 平均 值 ，| 4(A,p ) 一 | 9， 


引 理 3.1.16 对 ,EC(T)， | 二 凡 一 | 9 +|y 


证 明 对 任意 >0, 存 在 工 中 有 限 序列 BB 使 
BC — | yl<e, veer. 
由 引 理 3. 1.15 知 存在 全 中 有 限 序列 A 使 
[ACAsABsg GE) — | <e, Yeer， 
故 由 C1， 
[aCAB,y )C€) — fs < s, YéEL. 


另 一 方面 ， 
jy — Emamp AA ABLE) 
SMaw<| s+e, Yeen， 
故 
[CAB,y)C€) 一 [oj< e, YEET. 
因而 


ACAB,y 二 办 (如 一 | * 一 | 


_ [AaB,p ) 6) + MCAB,DC — [9 — a < 2 


由 < 的 任意 性 知 | (二 = | 二 | 


定理 3. 1. 14 的 证 明 对 ww ECCT),24E 恨 及 TT ,中 的 有 限 序列 
AA; 易 见 有 (ip ) 二 家 (入 ,gp ); 放 | 各 =2|9 ;再 由 引 理 3. 1., 16 


知 | 是 线性 的 .另外 , 因 
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A 
故 | 是 右 不 变 的 . [ 的 非 负 性 与 规范 性 由 定义 是 显然 的 . 因而 
| 是 上 的 Haar 积分 . 
现 证 唯一 性 ， 设 函数 | :CCT)-~ 取 满足 Haar 积分 定义 中 的 
(一 (Cir)》, 则 对 8ECCT) 及 任 给 的 e>0, 存 在 中 有 限 序列 A 使 
aasp ) C8) 一 <s， vy éET. 


由 线性 及 右 不 变性 知 | h(A,p )=|.p. 又 由 线性 及 规范 性 知 
上 fz =].s 再 由 非 负 性 知 | 人 9| 志 19 1. 从 而 


| 网 = Js -le 


— wa) -了 < laap)— [ol<e, 
上 rT 下 IT 


国 此 | = .7- 

这 样 我 们 证 明了 紧 群 上 的 Haar 积分 不 仅 是 存在 的 ,而 且 是 唯 
一 的 . 最 后 ,我 们 证 明 上 面 构造 的 | 还 满足 定理 3. 1. 7 中 的 (v) 一 
Cvii). 其 中 在 不 变性 的 证 明 类 似 于 右 不 变性 的 证 明 ， 只 要 证 正 性 
和 道 不 变性 ， 

若 p EC 满足 (的 守 0(Y EE 有 Hw 关 0;, 则 存在 85>0 及 
开 集 UCTI 使 得 g (6) 守 8, YeEEU， 因 工 紧 , 故 存 在 了 中 的 有 限 
序列 下 = {oa} 和 使 {Uay')j 者 六 TT， 易 见 CA,p) (6) 完 67k, 
¥ 专 ET, 从 而 由 引 理 3. 1. 15 知 


| 9= | AP) > 8/k 
于 是 | 具有 正 性 . 


定义 | :CCT) 一 中 为 | =| 9 C7Dar. 易 见 | 满足 
Haar 积分 定义 中 的 人 ,fi 和 fiv). 对 &E， 


和 


| P EIdY = | Pp OIE A 
EC reT 
一 | Pp ET Oar 
re€T 
一 | FO Da 
rET 
一 | F (FYdY. 
rE 


放 | 是 右 不 变 的 . 由 唯一 性 知 | 一 |., 从 而 逆 不 变性 得 证 。 
定理 3. 1. 7 的 证 明 ”这 是 定理 3.1. 14 的 推论 . 0 


§ 3.2 群 表示 论 


对 称 性 分 分 理 论 是 建立 在 紧 Lie 群 表示 论 的 基础 之 上 的 . 本 
节 我 们 先 引进 Lie 群 的 线性 表示 或 作用 的 概念 ,并 着 重 介绍 不 可 
约 表示 ; 然后 介绍 作为 紧 Lie 群 表 示 论 基础 的 Perter-Weyl 定理 及 
其 重要 应 用 ,在 本 节 最 后 我 们 给 出 该 定理 的 证 明 . 


3.2.1 群 表 示 和 和 作用 


定义 3.2.1 Lie 群 工 在 Banach 空间 V 上 的 (线性 ?表示 是 指 
一 个 映 工 到 GLICV)? 中 的 同 态 
pT GLOVY, (2, 1) 
使 得 
Dp TTXY—V (2. 2》 
连续 ， 此 时 称 映 射 (2. 2) 为 工 在 V 上 的 一 个 作用 . 
对 每 个 YET 及 >EV, 记 yz 一 pr, 则 氛 定 义 有 ， 
(i) 对 每 个 yE 开 ,zh=yor:V-Y 是 线性 的 . 
Ci) PF) = Tr ET ET. 
Ci) ex 二 Tz， 和 XEV, 这 里 eET 是 单位 元 . 
设 V= 恨 ", eye 是 V 的 一 组 基 ， 则 紧 Lie 群 在 VY 上 的 
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表示 对 应 于 一 个 矩阵 表 孙 PT 一 GEL ,p67) 一 (PAY ,ps 
ECOT) 满 足 
PA = (PONYEe; es ‘2. 3) 

这 里 4 ，}* 为 康 " 上 的 内 积 ,满足 ;对 x 一 Dixie 和 y= 2) yers (Ty) 
一 zy 

定义 3.2.2 称 p 是正 交 的 或 了 正 交 必用 于 VW 上 , 指 PC) 把 
On YYEL,. 四 

例 3.2.1 在 $1.1 中 ,我 们 已 看 到 正 交 群 Do 及 其 闭 子 群 可 
标准 作用 于 慌 上 ,特别 是 OQ(2) 及 其 闭 子 群 全 ,Zs 和 Dr 作用 于 CC 
衬 民 :上 . 

这 里 我 们 指出 ,同一 个 群 可 作用 于 不 同 的 空间 上 . 

例 3. 2.2 团子 群 PCO(Ca) 作 用 于 2Xz 算 阵 空间 Sn) 上 : 

:A=7A7!, YYyrET:dE Sn)， (2. 4) 

定义 3.2.3 设 e 为 Lie 群 了 在 Banach 空间 WV 上 的 表示 . 称 
VY 的 子 室 间 到 是 王 不 变 的 , 指 YWCW,Y 7YET. 

车 WCV 是 工 不 变 的 ; 则 此 时 ,表示 p 可 限制 在 W 上 成 为 了 
在 次 上 的 表示 , 记 为 p| 殉 .下面 我 们 将 指出 , 若 是 紧 Lie 群 ,V 
是 内 积 空间 , 则 可 分 解 为 了 工 不 变 子 空间 的 直 和 ， 

定义 3.2.4 设 V 是 内 积 空间 ,Lie 群 了 作用 于 V 上 . 称 V 上 
的 内 积 4 ，) 是 工 不 变 的 , 指 对 任意 z,yEY 及 7YET， 

xy) = (ry), 《2. 5] 

并 且 我 们 把 由 不 变 内 积 雇 定 的 度量 可 (zy 一 《一 实 一 3 
Y zx,yEV, 称 为 不 变 度量 . 

定理 3. 2. 3 设 紧 Lie 群 卫 作用 于 内 积 空 间 CV,《 ，) > 上， 则 
V 上 存在 与 (< ，) 等 价 的 TT 不 变 内 积 . 

证 明 设 | 为 上 的 Haar 积分 ,定义 ( ，)r:VXV 四 为 


Cpr = | ez yay ， ITIryE VYV. (2. 8 


易 证 ( ，)r 是 六 上 的 内 积 , 且 


"O05" 


(€orzkr wre)| bz. yd 


=| “工人 EX 
一 《ypr， rx,yEVEET, 
故 ( ,+ 是 T 不 变 的 . 由 于 
lz = Cr)r = | ez .zy dy 


= | 7 ,zlpay， 


而 从 不 等 式 
le ol zl & | » x se Nell. 
各 项 平方 后 再 对 7 作 Haar 积分 ,可 得 到 正 数 mw 和 MM 使 
mhzl < zlir € ad 


因此 ( ,)r 与‘ ，) 等 价 . 口 
设 V 有 了 不 变 内 积 ( ，). 对 于 YY 的 不 变 子 空间 W, 记 
Wi—= {yE Vry) = 0,Y¥Y rE W}, (2.7) 


则 容易 验证 , 丈 + 也 是 立 的 工 不 变 子 空 间 ， 

命题 3. 2. 4” 设 紧 Lie 群 下 作用 于 Hilbert 空间 六 上,WCYV 

是 工 不 变 的 闭 子 空间 , 则 存在 到 的 [不 变 的 补 空间 到,， 
YY = 而 四 机 

证 明 设 ‘ .和 是 V 上 与 原 有 内 积 等 价 的 下 不 变 内 积 ,因而 
CY,《 ，)r) 是 Hilbert 空间 ,次 是 VY 的 闭 子 空间 . 在 此 内 积 耻 取 避 
不 变 子 空间 更 ;= 机 上 , 则 由 Hilbert 空间 的 熟知 结果 (如 见 [ZL])， 
知 V=W 由 允 ,. 0 

特别 , 当 V 是 有 限 维 空间 时 ,命题 3.2. 4 总 成 立 . 

按 命 题 3. 2, 4, 每 个 +€EV 可 唯一 表 成 <=y 十 zx, yEW, zxE€ 
WT 记 X(z) 二 y, 称 z:V>V 为 V 到 TT 不 变 子 空间 殉 上 的 正 交 
投射 . 易 抑 与 工 的 作用 交换 

RF Xx) = + x), YIiEV,.YELl. 《2. 8) 

定义 3.2.5 称 Lie 群 【在 空间 Vi 与 V 上 的 表示 说 与 2 等 


量 


=。 1108。 


价 , 指 存在 线性 同 构 4:Vi 一 V: 鳃 
p= APA YrEL: 《2 9) 
否则 , 称 pc 与 p: 不 等 价 . 
下 述 命 题 表明 紧 Lie 群 在 有 限 维 空间 上 的 表示 总 等 价 于 一 个 
正 挛 表 示 ， 
命题 3.2.5 设 Pp;T>GL(n) 为 紧 Lie 群 [在 要" 上 的 表示 , 风 
“8 与 一 正 交 表示 等 价 . 
证 明 ” 取 RR* 芋 的 工 不 变 内 税 ( ，?r 即 得 ， D 
下 面 例子 表明 , 正 交 表示 也 不 是 唯一 的 . 
例 3. 2.6 Oc2) 群 由 8 和 «生成 ( 见 例 1, 1.5), 它 对 和 龟 作 用 在 
人 上 为 
有 (fc 和) 一 【ez , E22), (2. 10) 
K* (KliszTe) = (1 Lo). 
作 线 性 变换 4:C 一 C， 
Ci £2) 一 【2 十 zzz 一 i ), 
由 于 
H+ Alc, zo) = Ale ze,, ez ), 
Kx (zi Ta) 一 成 (za Ti1}s 
作用 (2. 10) 与 下 面 的 作用 等 价 : 
Pu (2, Lo) 一 《ezl， ex) ， 
大 = els Ta) — (Ts C1), 
定义 3. 3. 6 “对 于 群 了 在 有 限 维 空间 V 上 的 表示 pv 的 维 数 
是 指 空间 V 的 维 数 ， 称 连续 函数 z:T-> 及 ,X(C) 一 tro(y) 为 的 特 
征 标 ,这 里 tr4 表示 卸 阵 4 的 迹 . 
易 匈 彼此 等 价 的 表示 具有 相同 的 维 数 和 特征 标 ， 如 不 另 加 说 
明 ,我 们 的 群 表示 都 是 指 育 穷 维 的 . 但 我 们 指出 ,存在 元 窃 维 群 表 
A 
例 3.2.7 紧 Lie 群 T 在 连续 河 数 空间 C(IT) 上 的 左 平移 表示 
工 和 在 平移 表示 定义 为 
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(Lp td) ~— P(E), 
Ryp I = vw (7), 
当 症 是 无 限 阶 群 时 , 工 和 久 是 无 穷 维 群 表 示 ， 
需要 指出 的 是 , 通常 的 群 表 示 论 是 建立 在 复 空间 上 的 ,如 
LBtDj. 但 在 分 贫 理 论 中 ,我 们 常 考虑 实 空 间 上 的 群 表示 ,虽然 许 
客 结 果 对 复 域 情 形 也 成 立 . 当 二 者 有 区 别 时 我 们 再 男 加 说 明 . 事 
实 上 ,在 实 空间 Rr" 上 的 表示 总 可 以 复 化 成 复 空间 C" 上 的 表示 ， 
这 只 要 记 z= 二 x 十 iyEC ,zyER", 且 对 任意 YET, 命 
riz) = jr= Yr iYy, 
则 py 为 C 上 的 表示 ， 


3. 2. 2 不 可 约 表 示 与 Perter-Weyl 定理 


这 里 引进 的 不 可 约 表 示 概 念 在 下 一 节 还 要 专门 讨论 ; 它 在 群 
表示 论 中 占 重 要 地 位 ， 

定义 3.2.7 称 Lie 群 T 在 空间 V 上 的 表示 p 是 不 可 约 的 ， 
指 V 没有 非 零 的 了 不 变 真 子 空间 , 即 V 仅 有 的 工 不 变 子 空间 为 
{0} 和 V. 称 荆 不 变 子 空间 WCV 是 T 不 可 约 的 , 指 plW 是 工 的 
不 可 约 表 示 ， 

易 几 ;与 不 可 约 表 示 等 价 的 表示 扔 是 不 可 约 , 而 且 , 硝 7 的 子 
群 攻 在 VW 上 的 表示 不 可 约 , 则 TT 在 V 上 的 表示 也 不 可 约 ， 

例 3. 2. 8(a) 设 m 宇 3， 例 3. 2 1 中 Zs 在 到 ?上 的 标准 表示 是 
不 可 约 的 ,从 而 Da; 个 和 O02) 在 区 ? 宇 C 上 的 表示 也 是 不 可 约 的 ， 

(b) 2 阶 循环 群 是 最 简单 的 非 平 几 群 . Z, 一 {IT,,R:) 在 民 * 上 
的 标准 作用 保持 每 条 过 原点 的 直线 不 变 , 因 而 不 是 不 可 约 的 .。Z 
二 {1, 一 1}) 在 直线 及 上 的 作用 ,1:x=x，( 一 1) "zx 二 一 xz; 是 不 可 约 
的 . := {723K} 柱 民 * 衬 心 上 的 翻转 作用 :了 "Zz 二 zk*z 一 之 ;不 是 不 可 
约 的 . 这 说 明 同 一 个 群 的 不 同 表 示 ,， 其 不 约 性 也 会 变 . 

紧 Lie 群 表 示 论 的 一 个 基本 和 完 理 是 下 面 的 Perter-Weyl 定理 . 

设 工 为 紧 Lie 群 , 从 工 的 每 个 不 研 约 正 交 表示 等 价 类 中 取 一 
代表 组 成 集合 Q， 对 每 个 PE 中 记 第 阵 P07) 一 (p77), 得 到 TT 上 
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时 人工 


的 少数 族 
P= {pAE CDN NP) EN}. (2,11) 

定理 3. 2. 9(Perter-Wey]) 设 工 为 紧 Lie 群 ,; 则 出 (2.11) 给 出 
”的 集合 多 张 成 的 线性 空间 span .多 在 CT) 中 狂 密 ， 

我 们 将 在 下 一 小 节 中 给 出 该 定理 的 证 明 ， 虽 然 对 每 个 空间 V 
总 存在 把 群 了 的 每 个 元 素 都 映 为 V 上 恒 等 变换 的 平凡 表示 ,我 们 
指出 ,由 Perter-Weyl 定理 可 知 , 紧 Lie 群 总 存在 非 平 凡 的 不 可 约 
正 交 表示 ,事实 上 这 可 作为 命题 3. 2. 5 的 推论 . 

命题 3. 2, 10 设 工 为 紧 Lie 群 ,YErIN\ie}， 则 存在 有 限 维 空 
间 W 及 了 的 不 可 约 的 正 交 表示 Pp: 一 GLC(V) 使 得 CD 不 是 
GLCVWV) 中 的 恒 等 元 . 

证 明 国 Y 尖 e, 由 ypaeot 引 理 , 存 在 8 ECIOT) 使 得 8g (7) 关 
?Ce)， 著 对 于 工 的 每 个 不 可 约 表 示 Pp: 一 GL(VD) ,p(t7) 二 ple), 则 
由 Perter-Weyl 定理 ,p (7) 一 9 Ce), 歼 盾 . 可 见 存在 不 可 约 表示 p 
使 p07) 关 I 利用 命题 3. 2. 5 还 可 设 bp 就 是 正 交 的 ， 口 

我 们 还 有 更 强 的 结果 . 称 表 示 pt 一 GLCV) 赴 单一 的 , 指 .6 
是 单 同 态 . 易 见 单一 表示 映 T 工 中 非 单 位 元 为 GLCV) 中 的 非 恒 等 
变换 ， 

命题 3 2. 11 紧 Lie 群 存 在 单一 表示 . 

证 明 设 民 是 紧 Lie 群 , 六 和 Pei .由 傅 题 3. 2. 19, 存 在 空间 
V 及 家 未 ol :一 人 LV 使 Np) = N. 车 向 不 是 单一 的 ,出 
有 关 ENivfel, 且 存在 表示 疡 :DC 一 GLICV) 使 六 各 -的 户 )- 于 是 表 
示 2 二 Xo 一 GLCOVIXVs) 满 足 ATD) 一 和 Nj 门 -YCp;) 一 Nz， 如 
此 下 去 可 得 了 过 Ni 雪 N: 这 …- 因而 由 是 紧 Lie 群 知 , 或 者 dim 
Na <dim Ni, 或 者 Ni+i 的 连通 分 支 个 数 小 于 N; 的 连通 分 支 个 
数 . 而 工 是 有 穷 维 Lie 群 且 只 有 有 限 个 连通 分 支 ,所 以 上 述 过 程 经 
有 限 次 可 得 空间 VY 一 VXVoXrmXWV 太 表示 pp 一 Pp XpsX**X 
PET 一 GL(OVWV) 使 .AXp)= {e}, 即 pp 是 单一 的 ， 品 

注 3. 2. 12 命题 3.2. 11 证 明 中 的 每 个 V 都 是 了 不 可 约 的 ， 
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3, 2.3 Perter-Wey] 定理 的 证 明 


本 小 节 中 我 们 证 明定 理 3. 2. 9, 其 中 要 用 到 Hilbert 空间 理论 
中 的 一 些 结果 . 
因 Haar 积分 是 C(T) 上 的 有 界线 性 泛 函 (参见 注 3. 1. 8(a))， 
据 Riesz 表示 定理 (比如 ,参见 [Ru]) ,存在 I 上 的 Borel 测度 上 使 
得 当 9 ECCT) 时 | 9dr 为 9 的 Haar 积分 . 考 叫 全 上 平方 可 积 函 
数 空 间 工 :这 是 一 个 Hilbert 空间 ,其 内 积 为 
‘PP := | * pr. : (C2, 122 
设 集 合 52. 11) 张 成 的 空间 span 多 在 LGA 中 的 闭 包 为 V, 只 要 
证 明 V=LT, re), 若 不 然 ,W+ 关 {0}. 我 们 来 推出 站 盾 . 
首先 ,对 本 的 任 一 不 可 约 表示 6 一 (2 站 由 命题 3. 2. 5,6 等 价 
于 上 中 一 表示 5 (pmp 到 : 即 有 可 道 矩 阵 4 合 ol 一 4607) 
4 ,从 而 2, 是 1 忠志 多 的 线性 组 合 , 即 1p 少 Cspan' 殉 . 
考虑 工 在 :上 的 左 平移 表示 工 ( 见 例 3. 2.6),， 注意 到 
对 工 的 任 一 有 穷 维 表示 p= 二 Cp 罗 , 有 
PATE) 一 Dy Pp ADPAE). C2,13) 
故 span .CC 是 工 ( 左 平移 ?不 变 子 空间 . 由 表示 的 连续 性 ,VY 
是 区 ( 左 平 秘 ) 不 变 的 ， 另 一 方面 ;由 积分 
Fr | pd, pr) 一 站 
的 连续 性 , 肉 积 (2. 12) 是 P( 左 不 称 ) 不 变 的 ,因而 V+ 也 是 TT 不 变 


的 ， 
由 假设 V- 天 !0j ,存在 非 零 的 WE V+， 利用 工 与 一 有 限 维 空 


间 的 局 部 同 蚌 不 难 构造 函数 让 E CCT) 使 | jap=1, 且 坟 的 支 集 
supp 产 含 在 单位 元 的 一 个 e( 之 0) 邻 域内 (在 上 述 局 部 同 胚 下 )， 
于 是 由 

© = | jG Ea (2.14) 


0+ 


给 出 四 EC(T) ,而 由 VL 的 定义 及 (2. 13)? 知 由 EVT， 另 外 次 -= 
《se ~0)， 经 适当 平移 后 可 设 内 (e) 天 0, 记 
CE) 一 (十 灿 ( 人 1)， (2. 15a) 


(EY = | A (2. 15b) 
则 易 验 证 AE VL ,上 且 (e) 二 2Y,(e) 关 0. 又 设 
(Kg )(€) = | CE I) WdY, 


则 天 是 (CT,pg) 到 其 自身 的 线性 算 子 , 因 EECGT3 ,利用 Ascoti 
定理 (命题 3. 1, 10) 可 推 知 下 是 紧 算 子 , 即 下 将 有 界 集 映 为 相对 
紧 集 (参见 [ZLJ]), 而 且 由 上 的 定义 (2.15) 知 下 是 对 称 的 , 即 

‘Kpyp2 = (puKpD, VY PrPELITD. | 
因此 下 是 ( 非 零 的 )Hilbert-Schmidt 算 子 ;存在 下 的 实 本 征 值 
4 关 0， 及 相应 的 有 限 维 本 征 子 空间 ViCLi(T,p) (参见 [ZL]) .对 p 
EV, 及 YET, 有 


Mg (6 = tp (全 = | RO EY D9 (Mdn 


一 | kc (Da 


~ (KLg )(#). 
故 Lrp E V3 这 说 明 Vi 是 TT 不 变 的 .于 是 存在 Vi 的 TC 左 平移 ) 
不 可 芍 子 空间 责 关 0}. 取 殉 , 的 一 组 基 ey,…',ew; 并 设 左 平移 表 
示 限 制 在 WW 上 为 p 一 (p23 PE VY 满足 


PiRd) = | ee nme, a 
¥EC 
《参见 (2. 3))，、 另 一 方面 ,由 六 Vl 及 (2. 15) 式 知 
0 一 | eps 
-| | (Ee (Eime, CN adndé 
rr T 


| | KC et Se (Wan 
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本 | | | EC Ee CW) dy) er 人 


=- | Ke(eye (ede = A | [ae [sds. 
这 与 玉 ;: 关 {0} 芽 盾 . 因此 Vi 二 {10) ,LA 一 V. 口 


§ 3.3 不 可 约 性 


不 可 约 性 在 群 表示 论 中 占有 重要 地 位 . 本 节 中 我 们 先 讨 论 有 
关 不 可 约 子 空间 的 一 些 性 质 , 同 时 引进 绝对 不 可 约 性 的 概念 ,并 特 
别 介绍 SO(3) 和 003) 的 不 可 约 表 示 . 然后 介绍 重要 的 Frobenius 
定理 并 给 出 证 明 , 最 后 研究 等 变 线 性 映射 的 一 些 性 质 ， 


3.3.1 不 可 约 子 字 间 


设 紧 Lie 群 卫 作用 在 存 限 维 欧 氏 空间 V(= 权 ') 上 . 下 面 定 理 
表明 Y 可 分 解 成 不 可 约 子 空间 的 直 和 ， 
定理 3. 3. 1 设 紧 Lie 群 工作 用 在 有 限 维 欧 氏 空间 V 上 , 则 存 
在 V 的 工 不 可 约 子 空间 Vi,…,Vi 使 
V=V .BBV (3.1) 
证 明 不妨 设 VW 了 {10}. 若 Y 不 是 了 不 可 约 的 , 刚 V 有 非 零 
的 工 不 变 真 子 空间 , 取 其 中 维 数 最 小 者 Vi, 则 Vi 是 工 不 可 约 的 . 
由 命题 3. 2. 4,Vi 有 下 不 变 的 补 空间 以 ,， 若 媳 , 是 工本 可 约 的 , 则 
令 V: 一 而， 从 而 得 到 分 解 (3. 1); 若 下 ,不 是 TT 不 可 约 的 , 则 重复 
上 述 过 程 ,得 到 工 不 可 约 子 空间 YsCWi 及 TT 不 变 于 空间 到: 忆 
Wi ,满足 你 != 二 VW 因 VY 维 数 有 限 , 故 上 述 过 程 经 有 限 步 即 得 
分 解 (3, 1). 0 
分 解 (3, 1) 一 般 不 是 唯一 的 . 
例 3. 3.2 设 工 为 2x2 单 位 算 阵 , 群 T= 11,, 一 1;} 标 准 作 用 在 
V 一 下: 上， 
Vi 一 肛 X {0}, Ys = {0} XX 慷 ， 
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Vi {Cr Tr € RR}, V's = {Cr — ZX)ITE RR} 
是 TT 不 可 约 子 空间 ;满足 V 一 VBV: 一 V OY 2 

在 下 面 推论 3. 3. 6 将 给 出 分 解 (3.1) 唯 一 性 的 条 件 . 

定义 3.3,1 设 了 工作 用 在 空间 V 上 . 称 V 的 两 个 TT 不 变 子 空 
间 Viy*V: 是 工 同 构 的 , 符 工 限制 在 Vi 和 WV: 上 的 作用 是 等 价 的 ， 

引 理 3.3.3 设 立 一 Vi 四 … 四 V, ,其 中 每 个 Vi 是 了 不 变 子 空 
间 . 且说 UCY 是 工 不 可 约 子 空间 ， 则 U 与 某 个 Wi 中 的 一 个 工 
不 可 约 子 宣 间 了 同和 梅 ， 

证 明 者 UCYVY,, 则 结论 显然 . 不 妨 设 存在 /六 1 使 U 和 Vi 中 
Vi ;但 UC 提名 V. 由 U 的 下 不 可 约 性 知 ,U 站 CCV 中 
VD 一 10) ,从 而 对 投射 r:V 四 … 四 Vi 一 VirlU:U-CU ) 
是 工 同 构 , 可 见 r(U)CYV, 是 工 不 可 约 子 空间 . 口 

定义 3.3.2 . 设 V,CV 是 TI 不 可 约 子 空间 , 记 W 为 V 中 所 有 
六 同 构 于 Vo 的 全 不 变 子 空间 的 和 , 称 到 为 V 中 合 V。 的 同型 分 
支 . 

显然 同型 分 支 是 了 工 不 变 的 ,上 且 两 个 不 同 的 同型 分 支 仅 变 于 零 
空间 . 

引 理 3. 3.4 设 紧 Lie 群 工作 用 在 空间 上 ,WW 为 V 中 例 工 
不 可 的 子 空间 可 的 同型 分 支 , 则 玛 可 分 解 成 有 限 个 工 同 攀 于 UU 
的 工 不 可 药 子 空间 的 直 和 

克 一 U 币 … 和 中， 
且 枫 中 任 一 工 不 可 约 子 空间 必 工 同 构 于 妆 ， 

证 明 ” 先 取 Di 一 U. 车 到 关 Ui; 则 页 含 一 个 异 于 WU 但 工 同 
构 于 如 的 TT 不 可 约 子 空间 UU;, 由 TT 不 可 约 性 乱 门 U; 二 10}. 车 
太 关 如 BU;; 则 玉 含 一 个 异 于 Ui,Us 但 十 同 构 于 UU 的 不 可 约 
子 空间 UU;, 由 引 理 3. 3.3 知 UU 信 如 人 Uz; 再 由 Us 的 工 不 可 约 性 ， 
Us 站 (UBUD 10}, 从 而 得 直 和 U 纪 U:; 母 U: 过 页. 上 述 过 程 重 
复 有 限 次 后 得 玉 一 品名 … 儿 U., 每 个 Uj; 三 同 构 于 U. 再 由 引 理 
3,3.3 知 禄 中 的 工 不 可 约 子 空间 必 P 同 构 于 基 个 U,, 因 而 也 工 同 
榴 于 U. 口 
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引 理 3. 3. 4 中 三 的 不 可 约 子 空间 1U)) 的 分 解 不 唯一 ,但 其 个 
数 了 是 确定 的 , 称 为 同型 分 支 允 的 重 数 . 

定理 3. 3. 5( 同 型 分 解 定 理 ) 设 紧 Lie 群 工作 用 在 有 限 维 欧 
氏 空 间 WW 上 土 . 则 

(a) V 有 有 限 个 闻 型 分 支 责 1,"",WW。， 且 WV 的 每 个 全 不 可 约 
于 空间 必 会 于 某 开 ; 中 . 

省) 同一 同型 分 支 中 的 工 不 可 约 子 空间 稚 此 工 同 术 . 

(c》 不 同 的 同型 分 支 中 的 工 不 可 约 子 空间 不 工 同 构 . 

(d) 着 不 计 怖 库 ， 则 入 可 以 唯一 分 解 为 

V=W 人 DP. 人 DW,.. (3, 2) 

证 明 由 引 理 3. 3. 4 知人 by 和 (cec)? 成 立 . | 

不 妨 设 分 解 (3.1) 中 前 吉 个 和,… ,Vs 彼此 不 T 荆 辣 构 ,而 每 个 
和 Vim 与 VW 之 一 工 同 构 ， 记 机 ;为 含 W 的 同型 分 
支 ,j 一 ly 则 入 为 碎 …; 避 ,之 和 ;县 由 (C0) 知 当 jj 时 ;Wi 
NW;= {0}. 于 是 

V = WB DW,.. (3. 3) 

又 得 引 理 3. 3, 3 知 (a) 成 立 . 

分 解 c3.2) 欧 唯一 性 是 因 车 又 有 同型 分 解 VY= 二 Wi 外 … 晤 
和 Ww ; 则 由 (a),; 每 个 ( 非 零 江 不 可 约 子 空间 必 同 时 会 于 某 个 区 ;和 
某 个 W'; 中 ,由 此 推出 WW; 二 W';. 经 有 限 步 即 可 得 出 唯一 性 ,Cd) 
得 证 ， 口 

推论 3. 3.6 设 紧 Lie 群 荆 作 用 在 有 限 维 欧 氏 空间 WV 上 ,YY 一 
四 下 WV 和 是 签 此 不 同 构 的 工 不 可 约 子 空间 . 则 VV 
的 非 零 研 尔 可 约 子 空间 只 有 Wiis" ,Vis 且 分 解 (3, 1) 在 处 计 虎 序 
时 是 唯一 的 . 0 


3. 3.2 ”绝对 不 可 约 性 


定义 3.3.3 设 Lie 群 工作 用 于 空间 VY 上 ,VD 为 V 到 其 自 

身 的 (连续 ) 线 性 变换 的 全 体 . 称 AE 红 (VD) 是 T 等 变 的 , 指 7Y"Az 

一 4yv.zy TET,ITEV,. 记 rr( 让 为 CV) 中 TT 等 变 的 线性 恋 
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换 的 全 体 . 称 了 在 V 上 的 作用 (或 表示 ?是 绝对 不 可 约 的 , 意 指 
Sr(V) 一 及 {T} ,这 里 了 是 YY 上 的 恒 等 映射 ， 

下 述 定理 指出 绝对 不 可 约 性 蕴 会 不 可 约 性 . 

定理 3.3.7 设 紧 Lie 群 工作 用 在 有 限 维 空间 V 上 . 若 工 的 
作用 竟 对 不 可 约 , 则 它 不 可 约 ， 

证 明 设 工 的 作用 不 是 不 可 约 的 , 则 存在 VY 的 非 零 了 不 变 真 
子 空间 到 及 其 工 不 变 补 空间 W' , 易 见 投射 7z;:WODW'V,xCV) 
一 殉 , 是 T 等 变 的 线性 变换 ,但 x 告 及 {7)} ,这 与 的 作用 绝对 不 可 
约 矛盾 . 口 

但 是 下 面 例 子 表 峭 不 可 约 作 用 不 一 定 是 绝对 不 可 约 的 . 

例 3. 3.8 一 SO(027 和 了 一 DO(C2) 在 到 上 的 标准 作用 都 是 不 
可 约 的 , 但 


如 [i 
rR) = | bE R|, 
一 再 仿 . 
这 是 因为 在 
?| cosp = cos 及 | 入 有 
te 人 Sn cosg [sing cosd ce d 


中 取 8 二 x/2 得 a 二 d,86 一 一 ce， 因 而 人 太 的 作用 不 是 绝对 不 可 约 的 ， 
由 站 CTy 知 Sr (CR)Cser (R:)， 再 由 

a difl 0 1 _il 0 a 由 
— a |, = — 1 |， | 
知 五 一 0, 从 而 经 r (了 2 一 取 {7)， 故 的 作用 绝对 不 可 的 . 


指 它 不 是 绝对 不 可 约 的 ， 
3.3.3 关于 5S0(03) 和 Of(C3) 群 的 不 可 约 表 示 


这 里 我 们 介绍 在 第 六 章 要 用 到 的 SD(3) 和 (3) 的 不 可 约 表 
示 . 先 来 看 S0063) 的 表示 ,经 典 的 结果 表明 ,SOC3) 的 不 可 约 表示 
可 通过 一 类 (球面 ) 调 和 函数 来 实现 

设 多 :为 齐 上 次 多 项 式 p: 腿 一 由 组 成 的 空间 ,YE SEC3) 在 
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. 锣 ,/ 上 的 作用 为 左 平 移 , 肥 Yplx)= 二 pCY 'x)， 记 
Vi= {ppE BAP—0), 八 = 2 /dr, 

赠 当 上 & 二 1 时 显然 Yi 二 .1 因而 dim 总 二 3， 有 日 SOt3) 对 .的 作用 
与 对 到? 的 标准 作用 局 构 . 对 于 一 般 的 三 1, 有 下 面 的 结果 ， 

命题 3. 3.9 (a》SOQ03) 的 每 个 不 可 约 表 示 同 槐 于 某 个 WV. 

Cby dim Vi 二 2 十 1. 

(ec) SOC3) 在 Vi 上 的 表示 是 络 对 不 可 约 的 ， 口 

命题 3.3.9 的 证 明 在 一 般 的 表示 论 书 上 都 有 ,如 LBrej, 或 
[GSS]. 该 命题 表明 ,对 每 一 奇数 (2 十 1) 维 空间 ,SOr3) (在 同 构 
意义 下 }) 怡 有 一 不 可 约 表 示 ( 且 是 绝对 不 可 约 的 ) ,而 对 偶数 维 空 间 
则 无 此 表示 . 

注意 到 0(C3) 中 的 元 可 (唯一 ) 表 为 S03) 和 各 五 = 二 { 土 关中 的 元 
的 合成 ;对 于 0(3) 的 不 可 约 表 示 V, 记 
Vo= {pr EV ~— I(r) = ptr)}, 
Vo= {pr E VI — Ip(r) =— plr)}. 

则 易 验 证 V=V: 申 V ,但 因 S9D(3) 与 下 交换 ,V: 和 和 Vi: 都 是 DC3) 
不 变 的 . 由 不 可 约 性 着 V 一 Vi 或 V 一 Vs: 结合 命题 3. 3.9, 就 可 得 
到 关于 D(3) 的 不 可 约 表 示 的 结果 ， 

命题 3. 3.10 D(3) 的 每 个 不 可 约 表示 都 在 其 个 Vs 上 ,了 且 取 
下 面 两 种 形式 之 一 : 

fi) Fplx) = p77r), YESO(3), RK—Ip(r)=p(r). 

(ii Yp(2)=p(7x), YESOCG), RIpt)——ptr). 0 


3.3.4 Shar 引 理 和 Frobenmius 定理 


我 们 介绍 不 可 约 线性 表示 论 的 两 个 经 监 定理 . 
， 定理 3. 3. 11(Schur 引 理 ) 设 冲 和 po 为 紧 Lie 群 工 在 空间 Ya 
和 WW, 上 的 不 可 约 表 示 . 车 AE SCWVI VD 满足 
pA= Ap YrET, 
则 或 者 
(a) A 二 0; 或 者 
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(by 4 是 同 构 且 所 与 户 等 价 . 

证 明 不 妨 设 A 了 0; 则 4 的 值 空间 骂 (4) 隆 10} 和 妇 的 零 空 
加 -44) 天 V， 对 XIEANACA),yE Vi 及 YET, 有 

A YY)z = pl)Ax = 0, 
pW Ay = 477y， 
故 -AOAD)C 忆 Yi; 这 (A)C 计 是 械 不 变 子 空间 .由 不 可 约 性 知 
人 AA 一 10}), 倪 (CA) 一 V ;从 丽 及 是 同 攀 ;p 与 p; 等 价 . 日 

注 3. 3. 12 对 工 在 空间 WV, 和 VW 上 的 不 可 约 表 示 记 和 6s， 记 
SrfVi VED) = {A E EVI VD) DA= Ap YY ET). 
由 Schur 引 理 , 当 pi 与 p: 等 价 时 ,srCVi ,VY;}) 中 的 非 零 元 都 是 可 首 
元 ; 当 记 与 pp 不 等 价 时 ,SrCV Vo) 二 10). 

特别 , 当 同一 Vs 且说 一 站 时 ，STV,V) 一 eV) 中 的 非 霉 
元 是 可 道 元 , 即 2 (V) 是 一 个 体 . 下 述 定理 指出 ,srtV) 与 实数 
域 月 ,复数 域 C 或 四 元 数 体 区 之 一 同 构 . 

定理 3. 3. 13 《Frobenius-Sehur) 设 紧 Lie 群 工 不 可 均 地 作 
用 于 空间 和 上 ， 风 [CWV) 为 1,2 或 4 维 实 线性 空间 ,分 别 辣 驳 于 实 
数 上 成 娶 , 复 数 域 下 或 四 元 数 体 了 H. 

该 定理 的 证 明 将 在 下 一 小 节 给 出 . 

定义 3.3.5 称 紧 Lie 群 荆 的 不 可 约 表 示 是 实 型 . 复 型 或 四 元 
数 型 的 ,车 sr(V) 同 构 于 恨 .C 或 王 ， 

显然 ; 实 型 表示 即 为 绝对 不 可 约 表 示 . 

注 3. 3,.44 上 面 定 理 中 的 空间 V 是 实 空间 . 若 工 不 可 约 作 
用 于 复 空 间 V 上 , 则 经 r(CV) 仅 同 构 于 人 这 是 因为 对 AE SrCYV) 
的 本 征 值 4E 尼 ,由 不 可 约 性 有 ,4 一 籽 一 0 或 4 一 4 

例 3. 3.15 由 全 3. 3.8 知 ,了 一 (2) 在 月 上 的 标准 作用 是 绝 
对 不 可 约 的 ; 因 市 是 实 型 . T= 二 SO(2) 在 区 :上 的 标准 作用 是 复 型 
的 ,这 是 因为 对 AE sr( 及 '), 有 
a 一 已 
a 三 
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0 一 1 


其 中 一 | 0 | 


,也 二 一 了 Sr (R*) 同 构 于 C. 


3.3.5 Frobenius-Schur 定理 的 证 明 


现在 我 们 来 证 明定 理 3. 3. 13. 设 f 对 V 的 作用 不 可 约 ， 上 面 
我 们 已 经 指出 sr CW 是 一 个 体 . 记 
-= 4 EE rtV)| 存在 a€ 胃 使 洗 二 一 1) 
我 们 将 证 明 .CSTCV 是 (线性 ) 子 空间 , 且 人 FCW) 一 下 {中 
-ed 然后 对 -se 的 维 数 进行 讨论 ， | 
引 理 3. 3. 16 每 个 AE StLCV) 可 唯一 表 为 
A=B+al, BE..x, a€R,. 

证 明 设 了 (和 = 各 十 各 十 司 十 ot mm 之 1) 为 4 的 最 小 多 
项 式 , 妈 满足 f(A4) 一 0 的 最 低 次 实 系数 非 零 多 项 式 . 由 fT 在 VY 上 
的 表示 不 可 约 易 知 产妇 的 形式 为 4 一 x 或 (1 一 az 于 十 座 . 因而 A 一 
o 一 0 或 (4 一 ax 站 2 十 记 7 一 0 这 说 明 A 可 表 为 Bal,BE.xx aE 
阴 . 车 B 十 af=0,BE.e, a 月 , 则 T=B 二 一 所 1 ,AER, 故 a 二 
0,B 二 ,因而 上 述 表 示 是 唯一 和 的， 引 理 得 证 ， 口 

引 理 3. 3.17 .erCSertV) 是 线性 子 空 间 ， 

证 明 对 于 myoE 及 及 44oE- 呈 记 

二 十 ed 一 4 十 订 ，4iE.m AER. 
只 要 证 明 8 一 0. 不 妨 设 mm 四 天 0， 
车 B80, 则 由 引 理 3. 3.16 中 分 解 的 唯一 性 知 A 与 4 线性 无 
基 , 有 是 4 尖 0. 命 
站 A =FTTB, FER, BE .a 
则 由 
FI A+2PAs = (BI A Y 
一 好 4 十 好 4 十 asfda 二 444) 
= (oA tA A 十 was 序 下 十 mas 百 


及 分 解 的 唯一 性 知 284, 一 mozB. 故 心 一 3 和 5，Bz0, 上 且 
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adi 十 中 4 一 3 十 BI. (3.5) 


注意 到 B 仅 由 41,A 闫 定 而 与 mm,w 无 关 , 因 而 存在 ER, 0， 
使 


您] 性? 


一 思 4 十 和 4 一 一 2 + 总. 


从 这 式 及 C3.5) 式 中 消去 得 到 
(Ba — Pa) A 十 (pa + Ba)As = (CF + pT, 
其 中 庆 十 识 >>0 ,这 与 分 解 的 唯一 性 了 矛盾. 所 以 8=0, 从 而 mA 十 
ed 和 -ez 、 引 理 3. 3. 17 得 证 . 品 
由 .er 的 定义 及 引 理 3. 3. 16 知 , 若 dim .= 二 0; 则 Sr 人 V) 宇 
取 ; 车 dim . 史 王 1, 则 SCV)C 下 设 dm 守 2, 这 样 存在 A, A， 
蕊 x 线性 无 关 , 记 A 二 x1 十 B, BE 取 aE 有 使 a4? 一 一 
ea7, 则 4 CAs 十 aA1) 二 B. 由 引 理 3. 3, 17,4 一 adie .sz 故 可 取 让 = 
ds 了 一 wy (CAs 十 aA1), 使 
RX: 一 7 一 一 了 (3. 6》 
命 Z2 一 XY, 则 ZE€ .ex 
引 理 3, 3. 18 车 基 , 了 Ee 满足 (3.6), 生 ZZ 二 XYEa7, 则 由 
{I, 及 ,了 ,2Z} 生 成 的 代数 与 由 {111,j' 素 } 生 成 的 四 元 绍 体 嫩 同 构 . 
证 明 设 世 = 一 FT， 则 
YX 一 XYXY’ = X(XY) (XY)Y = XZY 一 一 PXY. 
四 十 YE .ex , 故 
— 2T + (1 — FIXY = (X + YY)? € RI{T. 
由 分 解 的 上 唯 一 性 知 庆 ==1, 因 而 2: 一 一 JT,YX 二 一 XY 且 
ZX ~ KYX 一 一 XXY =Y =— XZ, 
YZ 一 YXY =— XYY = X=— 2Y, 
下 证 芒 ,Y ,2Z 线性 无 关 . 设 wm 针 十 a 了 十 ss2Z 二 0;a 蕊 肛 . 则 由 
0 = (aR 二 oY 二 m2) = af oe ar, 
0= Cm mY aIN = wl wZ + ay, 
得 一 2a1 二 0; 嘟 & = 二 90. 同 理 w= 一 0， 引 理 3. 3. 18 得 证 . 口 
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定理 3, 3. 13 的 证 明 由 引 理 3. 3. 18, 只 要 证 明 该 引 理 中 的 
{X,Y 了 ,ZZ} 张 成 空间 x 阁 不 然 , 则 有 斌 Ex 与 区 ,YZ 线性 无 
关 , 记 

EW 一 Wt+al, YW = Waal, ZW = Wod, 
其 中 WE ea; 人 恨 ; i 二 142,3, 设 B=atW 二 mam 二 arY 二 a2)， 
则 BE .eg 确 可 取 aE 取 使 户 二 一 JI. 于 是 XB==a(W) 十 a;Z 六 一 
%Y7)E eA, 同 理 了 B,2BE ew， 由 引 理 3. 3. 18, {1,X,B,XB},{1， 
Y,B,YB}, (I,Z,B,ZB} 都 生成 四 元 数 体 ,于 蚌 

YB=— (XZ)B = XPBZ =— BXZ ~ BY =— YB, 
从 而 YB 一 0, 这 与 (YB)? 一 一 7 牙 盾 . 口 


3.3.6 竺 变 线 性 映射 


等 变 线 性 上 映 射 在 对 称 性 分 倪 理 论 中 起 着 重要 的 作用 ,我 们 在 
这 里 予以 专门 介绍 ， 

设 群 工作 用 于 空间 VY 上 ,对 于 AE rtV), 易 见 A 的 零 空间 
-ACAYCYVW 是 了 不 变 子 空间 , 且 每 个 了 不 变 子 空间 UV 在 4 下 
的 象 A4(U)CYV 也 是 工 不 变 子 空间 . 

定理 3.3.19 设 紧 Lie 群 卫 作用 于 空间 V(=RRR) 上 ,月 AE 
ErVY. 

Ca) 车 CV 是 工 不 可 约 子 空间 ; 则 或 者 ACU) 二 {10}, 或 者 
CU 与 U 为 工 同 构 . 

(Cb) 车 三 CV 是 同型 分 支 , 则 4(WDJC 柚 ， 

证 明 (Ga 因 U 为 TT 不 可 约 ,ACAINU 为 了 工 不 变 , 故 或 者 
UCAACD ,或 者 VCDNU=10}. 前 者 草 涵 AtU)== 10}; 后 者 
将 涵 41U:U>V 是 同 构 , 即 UT 械 同 构 于 ACU). 

(by 由 引 理 3, 3. 4 知 环 一 纪 中 由 V, 其 中 妆 是 彼此 了 工 同 
构 的 工 不 可 约 子 空间 ， 由 (a),ACVD)CW, 从 而 ACWYCW. D 

考虑 4E Sr(V) 的 本 征 值 入 车 六 是 实数 , 则 当 WT 不 可 的 
时 ,4 一 灯 ESerV) ,而 detC4A 一 条) 一 0 由 Schur 引 理 ,4A 一, 若 4 
不 是 实数 ,我 们 有 部 下 结论 : 
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定理 3.3.20 设 紧 Lie 群 工作 用 于 空间 V(=RR) 上 ,AE Tr 
(CV) 有 非 实 本 征 伪 , 则 WW 或 者 有 T 荆 非 绝对 不 可 约 子 空 间 , 或 者 有 
一 对 秆 此 工 同 构 的 绝对 不 可 约 子 空间 . 

证 明 将 V 分 解 为 荆 不 可 约 子 空间 的 直 种 

V=VB' BV {3.7) 
若 V 没有 T 非 绝对 不 可 约 子 空间 , 则 Y; 鸠 为 工 第 对 不 可 约 的 . 
于 是 1V;} 中 至 少 有 一 对 为 了 同 构 , 因 者 V 彼此 不 工 同 构 , 则 53， 
7) 是 VW 的 同型 分 解 ,由 定理 3,3, 19,4(VDCY， 国 而 AlV ,= jwD， 
EE 有 ,Tj 二 VV 是 恒 等 映射 ,这 与 4 有 实 本 征 值 永 技 . 品 
定义 3. 3.6 称 空 间 V 是 了 单纯 的 , 指 V 或 者 是 (i) 工 非 绝对 

不 可 约 的 或 者 是 5i) 两 个 工 同 松 的 绝对 不 可 约 子 空间 的 直 和 ， 

定理 3. 3. 39 表明 ,V 上 存在 具有 非 实 本 征 值 的 工 等 变 线性 变 
换 的 必要 条 件 是 VW 有 TT 单纯 子 空间 . 

例 3. 3.21 在 例 3. 3. 15 中 ,我 们 看 到 SOL2) 在 民 :. 上 的 标准 作 
用 是 第 一 类 工 单 纯 的 , 即 工 非 绝对 不 可 约 . 另 一 方面 , 考 碟 QC2) 
在 立 一 Vi 四 ViIVi= 一 V 一 玉 ) 上 的 对 前 作用 ,7 (zy 轨 一 (7zyyy). 
这 是 第 二 类 工 单纯 的 , 设 工 等 变 线性 变换 
A A 


4=| 
A 4, 


| rtV) :A 万 2), 


证 于 
由 az 人 =74| | 知 4Y 一 4 下 A = YA, 袁 Al =ai,, A; = 


c72， 类 他 地 A: 一 bl,,A 一 d1s， 故 如 总 具有 形式 
dz bl,l| - 

cl | 

且 det(4 一 p22) 二 Lia 一 让 (4 一 和 让 一 Be 上 ,特别 是 ,4 有 本 征 值 x= 


—J 
七 i 当 且 仅 当 有 4 相似 于 短 陈 | " | 
注 3.3.32 后 面 我 们 会 看 到 , 等 变 系 统 发 生 Hopf 分 分 的 一 
个 必要 条 件 是 其 线性 化 矩阵 (也 是 工 等 变 的 有 一 对 纯 虚 根 . 因 
而 ,出 现 工 单纯 空间 是 等 变 系统 发 生 Hopf 分 岔 的 一 个 重要 条 件 . 
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有 | 一 = | dacad € 月 . 


3 3.4 迷 向 子 群 


我 们 在 $ 1. 1 中 曾 握 到 过 迷 向 子 群 的 禄 念 , 它 体现 了 在 群 作 用 
于 空间 中 一 个 吉 的 所 有 对 称 性 ,在 等 变 分 盆 的 对 称 破 缺 理论 中 起 
着 很 重要 的 作用 ， 本 节 主 要 介绍 迷 向 子 群 的 概念 积 性 质 . 我 们 从 
一 个 与 之 相关 的 概念 一 一 不 动 点 于 空间 讲 起 。 


3. 4.1 不 动 点 子 空间 
定义 3.4.1 设 紧 Lie 群 工作 用 于 空间 Y= 玉 上 .对 YET, 记 


子 空间 
Fix(7) = (xz EVI?z = x}. 
而 子 群 CT 的 不 动 点 也 空间 是 指 
Fix(2) = NyezFix (7)). (4.1) 
最 然 ,Fix( 芋 ) = QId) ;这 里 eET 为 单位 元 . 我们 有 
Fix (YE7Y1) = YPix(®), C4, 2) 


事实 上 ,yEYFix(Z), 芭 7 1!yEFix(), 当 和 且 仅 当 对 每 个 o€ 3， 
oF 1y 二 站 1y1 或 Yo7 iy 二 yy 而 后 者 等 价 于 yEFix(Y2E7Y 1!). 
洲 映 射 fg: VY 一 V 与 了 T 交换 , 即 满 足 


gE) —Ygx), YrET.rEV, (4. 3) 
则 对 工 的 所 有 子 群 之 有 
g(Fix (3)) C Fix C3). (4. 4) 


命题 3. 4.1 设 办 Lie 群 下 作用 于 取 * 上 , 则 以 下 三 条 等 价 ， 
(a) Fix (TY) = {0}. 
(b) 若 线性 函 教工 :V 一 了 及 满足 
Lr) = L(x), YYET, XEV, C4. 5) 
则 工 二 0， 
(c) 若 映 射 g 满足 {4.3), 则 gC0) 二 0. 
证明 (la) 二 (bp) 设 工 为 VY 上 满足 (4. ;) 的 线性 函数 到 
上 T 不 变 内 积 4 ，}, 则 工 可 表 成 L(z)==《y,x). 对 任意 7YET, 由 
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yy Lr) = = yr rEVY 
知 7Y? 一 y 可 见 yEFixs(CT) 一 10}， 
tb) 一 (cj 对 于 满足 (4.3}) 的 映射 g, 命 LE = gO0) rr) 
则 对 在意 YET.， 
LT) = (EO TT) = OO gO0) 7) = (gg(0) 7x) = Lr). 
可 见 工 满足 (4.5), 由 (b) ,LL 一 0, 故 g(0)= 二 0. 
C0) 二 (a) 设 yEFix(T), 则 常 值 映 射 g (x)=y,¥ xzEV, 满 
是 (4.3), 由 (C0) ,0=g(0)==y. 口 
命题 3. 4.2 设 紧 Lie 群 作用 在 康 * 上 , 且 ZCD 为 Lie 子 群 . 


则 有 迹 公式 


dim Fix (ZZ) = | (Ca) {4. 8) 
《右边 为 王 上 关于 go 的 Haar 积分 )， 
证 明 命 4z=| cz. 则 4:V->V 为 线性 , 且 
tr 一 [ trCG)。. 
我 们 证 明 4 为 V 到 Fix(z)} 上 的 投射 苦 yEY, 则 对 任意 EV, 
raz—7| oz 一 | rozr=| oz = 4z， 
故 A 的 值 空间 统 CA)CFix(3). 反之 , 设 XEFix(Z). 由 于 4z 一 
| 有 zxE 纸 (4), 邦 统 (A) 二 Fix(3) 目 A|Fix (5) 了 I. 又 
由 
Ax = | ez 一 | az = Ar 
知 4 一 A. 可 网 A4 为 到 Fix() = 二 这 (A) 上 的 投射 ,dim Fix(Z) 一 
=| trCo). 0 
注 3. 4.3 阁 CI 有 有限， 则 C4. 6) 为 - 
dim Fix(3) 一 本 忆 ,。 
对 于 有 限 群 Z, 它 的 不 动 点 子 空间 的 维 数 常 也 可 通过 它 的 某 
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ff C4.7) 


些 子 群 的 不 动 点 子 空间 的 维 数 来 计算 ,而 三 则 由 这 些 子 群 的 “不 
交 并 ?组 成 . 
定义 3. 4.2 设 H,…,Hi 为 群 卫 的 于 群 . 王 称 为 末了 HH 


的 不 交 并 , 记 作 =H,U…UH; 车 一 HiU'… UH 且 HNH,=1， 
Yi 
例 3.4. 4 DD 一 U"ZUZ,, 这 里 U*Z, 表 示 mm 个 共 狐 于 Zs 的 子 
群 的 不 交 并 . 
命题 3. 4.5 设 了 作用 在 V 上 , 吕 一 HU…UH, 为 下 的 有 限 子 
群 ， 则 
dim Fix(3) 一 


高 上 [Hildim Fix(H) 一 (k ~ 1)dim V. 


C4. 8) 
证 明 由 不 交 并 的 定义 ， 


Dj Dent th) 一 Zestr) 十 k— Dh, 
应 用 公式 (4. 7) ,并 注意 到 tr(1) 一 dim V , 即 可 得 到 (4. 8》， 品 


3..4.2 迷 向 子 群 


仍 设 紧 Lie 群 工 作用 于 空间 V 上 . 
定义 3.4.3 "EY 的 迷 向 子 群 是 指 工 的 子 群 
一 {7E Tiyxz 一 并 } (4.9) 
x 的 轨道 是 i en . 

命题 3.4.6 对 rEV 和 YET 有 Ex==YZ,Y 1: 从 而 同一 轨道 
上 两 点 的 迷 向 子 群 互相 共 思 . 

证 明 “ 设 ec 拒 工 ,由 yoyz-fyz) 一 rz 知 yoz 一 ED 因而 
YY 用 yz 和 六: 分别 代替 上 面 的 和 ”得 六 Dr 
ZT Dy CTE 口 

记 荆 中 迷 向 子 群 蕊 的 共 思 类 为 [2](= 17E TY7ED， 这 些 
共 思 类 的 全 体 为 比 (T). (TT) 上 可 定义 偏 序 ;[ 允 ] 必 [人 A] 当 且 仅 当 
存在 YET 使 站 12YCA. 称 笃 人) 为 迷 向 格 ， 出 (4. 2) 知 迷 向 格 中 
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每 个 [zj 的 不 动 点 子 空 间 维 数 由 dim Fixt2) 唯 一 确定 . 

例 3. 4. 7 D. 作用 于 C 上 ,mm 这 3,D。 由 yw 生成 ,Fz 二 ez， 
x2 一 2，， 易 验 让 

Kb 一 Kk, (4. 10) 

因而 D。 中 元 可 表 成 六 或 pe 的 形式 ,0<<h<m, 在 z 二 0 处 台 一 
DFix(D.) 一 10}. 对 于 z 关 0 不妨 朗 z=e”, 有 日 考 虚 到 的 作用 ， 
还 可 设 08Er/m， 当 8 一 0 时 迷 向 子 群 了 一 Ze) 一 (1,x) ,Fix(Z; 
Ce) 一 慌 ; 当 0<<9<x/m 时 ,三 一 1 人 Fixed 一 心 ; 当 Dr 时 ,= 
《5 一 1 12) ,Fix(CZ (te)) CO—R{e™"}., 

我 们 指出 ,当天 为 奇数 时 Zate) 与 Zo(&x) 共 罗 , 因 车 mx 二 续 十 
1; 由 (4.7) ,0x 一 tx 二 x 当 mm 为 偶数 时 ,Zo (Cx) 不 与 
Ztbx) 共 力 . 故 得 迷 向 格 如 图 3. 4. 1. 


CK) 

1—z; 《一 有， 1 Sp. 
Zé) 
Ca) mi 疝 数 时 cb) xm 偶数 时 


图 3.4.1 Bnim 这 3} 的 迷 向 柑 
注意 ,在 z 二 ,1 和 e068<xr/m,y 处 的 轨道 点 数 ， iT'z| ;分 别 


为 1 ,mmr 和 2 

注 3.4.8 从 例 3.4.7 中 可 见 ,点 的 轨道 印 大 , 迷 向 子 群 就 全 
小 , 事实 上 有 

(a) 当 |T|<<o0 时 , |T|I= |3 | | Tx|. 

fby 当 |T| 二 吕 时 ;dim T=dim3, 二 dim Tx., {4.11) 


这 只 要 注意 到 zeE 7Y2, 当 且 仅 当 oz 二 7x, 由 此 给 出 陪 集 T[/3,== 
{72 YET} 到 Tx 上 的 一 一 对 应 关系 ,yp(7YZ,) 一 Yr, 进 而 验证 (a) 
和 和 (by. 


3.4.3 最 大 迷 向 子 群 
最 大 迷 回 子 群 在 第 六 章 的 对 称 破 人 缺 理论 研究 中 起 重要 作用 ， 
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仍 设 紧 Lie 群 工作 用 在 空间 V 上 ,并 设 dimV 之 1. 
” 定 忱 3.4.4 了 中 ( 真 ) 迷 向 子 群 为 最 大 的 , 若 不 存在 工 的 迷 同 
于 群 A 使 了 持 A 竺 TT. 
命题 3.4.9 设 Fix (1) 二 {0},CT 为 子 群 . 则 二 两 条 等 价 . 
(a) 安 为 最 大 迷 向 子 群 . 
(by dim Fix(zE) 0, 且 对 任 一 闭 子 群 A 当 2,dim FixtA) 二 0. 
证 明 (〈a) 一 (b) 由 于 三 为 了 的 最 大 迷 向 子 群 ,有 0 关 ? 人 Fix 
2) ;因而 dm Fix (3)>>0. 对 于 闭 子 群 A 妇 王 , 若 xEFixtA&), 则 三 , 
二 A 好. 由 于 为 最 大 ,= 二 了 ,而 FixtT) 一 10), 故 x=0. 
(b) 二 (a) 设 有 zx 了 关 0 使 了 二 刚 dm Fix (3,) 半 0. 了 显然 
为 闭 . 车 对 了 关 EZ, 按 (b) ,dim Fix(3,) 一 0, 这 与 rz 了 0 政 盾 , 故 芋 .二 


Zz. 同样 的 方式 可 证 了 为 最 大 . 0 
推论 3. 4.10 设 Fix(T)={0},xEV 使 ddim Fix(3.) 二 1, 则 
2- 为 最 大 迷人 向 子 群 ， 


证 明 若 有 闵 子 群生 好 忆 , 则 Fix (A)CFix(Z,)， 且 由 
dim Fix(.) = 二 1 知 FixCA) 关 Fix(3,) ,从 而 dim Fix (lA) 一 0. 由 命题 
3. 4.9, 知 上 为 最 大 ，- 口 

注 3. 4. 11 (a) 推论 3. 4. 10 之 道 不 真 , 殉 下 面 的 命题 3. 4. 14. 

{b》 当 工 的 作用 不 可 约 时 ,可 验证 Fix(T}) 二 {0}. 因而 命题 
3.4. 9 和 推论 3. 4. 10 中 的 条 件 FixtT)=10} 也 可 用 械 的 作用 不 可 
约 或 绝对 不 可 约 来 代 蔡 . 

定义 3. 4.5 对 于 子 群 了 CT, 定义 三 的 正规 化 子 

NE) = {7 ET 了 127 = £2}. (4. 12) 

Nr( 马 是 TT 中 含 了 的 群 . 经 直接 验证 ,有 

命题 3. 4. 12 设 ZCT 为 迷 向 子 群 ， 则 

NE) = {7 €E TITRix(2) = Fix(Z)}. (4.13) 

证 明 见习 题 3. 5(a). 口 

从 (04.12) 式 看 出 , 王 是 Nr() 的 正规 子 群 ,因而 有 商 群 DD=Nr 
《ZE) /5， 它 是 紧 致 的 ,而 且 由 Nr(3) 在 空间 Fix(3) 上 的 作用 诱导 
六 也 在 Fix(3) 上 的 自然 的 作用 ;[7]x=Yzx, 这 里 xEFix(3) ,[7] 
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ED 是 >ENeCE) 所 属 的 等 价 类 ， 

定义 3. 4.6 子 群 A 在 空间 下 工 的 作用 是 下 一 认 四 四 
对 每 个 非 恒 等 元 YEA\{e} 及 yEW, 着 7Yy 二 y; 则 ?> 一 0 

命题 3. 4.13 设 在 V 上 的 作用 不 可 约 ， 目 卫 为 下 的 最 大 迷 
向 子 群 , 则 马 二 Nr(Z)/E 在 Fix( 有 ) 上 的 作用 为 不 动 点 自由. 

证 明 若 不 然 , 存 在 0 了 YEFix(2) 及 oENrt2)/Z 司 zy 一 
由 o 舍 马 知 好 ZE， 由 三 的 最 大 性 ,= 了 ,而 因 工 的 作用 不 可 约 ， 
37 一 0, 这 得 出 矛盾 . 口 

下 面 的 命题 把 最 大 迷 向 子 群 分 成 二 种 类 型 . 

命题 3. 4. 14 设 工 不 可 约 地 作用 在 了 及 上 使 Fix(tT) 二 10}; 而 
三 为 最 大 迷 向 子 群 ， 记 D? 为 了 一 Nr(C3)73 中 单位 元 的 连通 分 支 
则 也 "为 下 三 种 情况 之 一 : 

《ay Dr 一 1{ 实 型 ), 

(b) Dr 衬 合 ,Fix( 卫 ) 为 一 组 D* 不 可 约 子 空间 的 直 和 ,上 且 D" 作 
用 在 每 个 子 空间 上 同 构 于 鲜 在 CC 上 的 自然 作用 ( 复 型 ). 

(cy DSU(2)S{ataritaj a EHIZa =1},. Fix(2) 
为 一 组 太 " 不 可 约 子 空间 直 和 ,上 且 D* 作 用 在 每 个 子 空间 上 同 构 于 
SU (C2) 在 四 元 数 体 妈 ( 衬 展 》 上 的 自然 作用 :YT 一 YX,7YESU C2)sx 
多 了 (四 元 数 型 ). 

本 命题 的 证 明 可 在 群 表 示 论 书 中 找到 ,如 [LBrej. 在 LGSSj 中 
也 给 出 了 证 明 的 概要 . 

在 第 六 童 还 将 介绍 一 些 具 体 的 最 大 迷 向 子 群 . 


$ 3.5“ 不 变 函 数 和 等 变 映 射 


本 节 通 过 引进 不 变量 理论 对 于 与 紧 Lie 群 作用 交换 的 非 线 性 
映射 作出 有 效 的 描述 . 我 们 先 讨 论 不 变 函 数 环 ,指出 它 可 由 有 限 
个 不 变 多 项 式 生成 .然后 讨论 等 变 映 射 和 和 矩阵 值 上映 射 , 指 出 它们 
的 有 限 生成 性 质 . 我 们 还 通过 一 些 例 子 说 明 有 关 不 变量 的 基本 定 
理 , 而 这 些 定理 的 证 明 在 下 一 节 中 给 出 ， 
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3.5.1 不 变 函 数 环 


设 紧 Lie 群 工作 用 在 空间 V 一 了 及 " 上 上. 
定义 3. 5.1 称 函数 了; 民 " 一 民 为 T 不 变 的 , 指 
Fr 。z) = fr), v7rel. 
回忆 受 为 C” 函数 芽 了 ; (了 0) 一 限 的 全 体 , 记 有 (TT) 为 马 中 工 
不 变 函 数 芭 的 全 体 ,名 为 蕊 中 多 项 式 函 数 芽 的 全 体 , 玫 CT) 一 上 
《TD) 门 路 ,在 群 工 所 作用 的 空间 取 " 明确 给 定时 ,我 们 常 略 去 下 标 ， 
记 成 肛门 王 如 《和 各 多 () 王 有 上 , 易 见 它们 都 是 含 单位 元 的 
局 部 环 . 
下 述 定 理 家 明 不 变 多 项 式 环 是 有 限 生成 的 ， 
定理 3. 5.1 (Hilbert-Weyl) 设 紧 Lie 群 作用 在 妇 " 上 , 则 在 
不 变 多 项 式 环 人 2D(T) 中 存在 有 限 个 多 项 式 而,…* ,Ws: 使 得 每 个 
EBT) 可 由 zw,… su 生成 , 即 存在 s 元 多 项 式 fE 吉 ,使 
gCT) = Fu Cr) ur)). (5.1) 
证 明 见 下 一 节 .- 
我 们 把 定理 3. 5. 1 中 前 a ,… ,ww 称 为 2(T) 的 一 组 Hilbert 基 ， 
并 称 :了 现 " 一 了 R: : 
oTY = (ae 人) (5. 2) 
为 判别 式 , 定理 3. 5. 1 断言 ,每 个 g&€ 多 (可 表 为 8 一 上。 0, 其 中 
fEF. 
Schwarz 在 LSc] 中 和 将 上 述 结 果 推 广 为 : 
定理 3. 5, 2《Sehwarz) 设 紧 Lie 群 了 作用 在 民 "” 上 ,ws 
是 到 (T) 的 一 组 Hilbert 基 . 则 每 个 gE€ 守 (TT) 可 坷 为 
ELT) = hla Crd HT)) = ho oT, 《5. 31) 
其 中 大 GE 字 ， 
证 明 见 下 一 节 ， 
定理 3. 5. 2 将 有 关 工 不 变 晴 数 的 讨论 归纳 为 求 多 项 式 环 
SA 的 Hilbert 基 , 而 且 可 以 通过 将 gE cc 展开 成 铬 组 数 的 办 
法 得 到 Hilbert 基 . 
128 。 


例 3. 5. 3 忆 作 用 于 到 上 ,一 1)z 一 一 工 则 feE 号 (Z 是 侦 
畏 数 ,六 (一 了 一 上塘 ( 工 ) 设 frr) 一 >ary 则 > ai 一 1 一 


or 可 见 了 为 奇数 时 ww 一 0, 这 说 明 * 一 习 是 B21 (Zs) 的 一 个 


Hilbert 基 , 因 而 每 个 gS (Zo) 可 表 为 5(z) 一 产 (z2 hE . 
需要 说 明 的 是 ,本 例 结 论 曾 在 例 1. 4. 12 中 用 其 他 方法 证 明 过 ， 
这 里 再 用 Hiibert 基 的 方法 给 出 一 个 直接 证 明 . 
注意 : 民 : 守 CC 上 的 每 个 二 元 多项式 8g(zsy) 在 代 换 
并 二 到 人 z 十 习 ， yy 一 训 (2 一 如， 


下 可 写成 如 下 形式 
gC2) = VY oz. . (5. 4) 
例 3, 5,4 (a) 镶 作 用 于 民 ? 守 CC 上 ,8'x 一 e?z,z 二 Xx 十 iy, 设 gg 形 
如 (5,4). 由 ge*z) 一 g(z) 知 
人 > ae Hit 一 ae, 
于 是 1k 时 好 有 一心 + 克昌 可 表 成 
有 (z) = > anifzz)7， 
且 由 芝 (z 皇 到 知 wj 全 取 , 可 见 w=zz 二 x? 十 是 更 (8) 的 Hilbert 
基 , 每 个 gE@CSI) 可 表 为 glx,y) 一 h(ri 十 y), hE . 
by O02) 作 用 于 C 上 ,wrz 二 zr8+r 二 ee. 因 kr (zx) 二 x 之; 利用 
(a) 知 uw 二 zz 是 (O02)) 的 Hilbert 基 , 而 每 个 gEE(OC2)) 可 表 
为 gtxsy)=hCT 十 Y¥) ,AEB . 
tc》 Za 作用 于 人 上 ,= 一 ez 这 里 上 是 Z 的 生成 元 .对 吕 
所 2, 设 吕 形 如 全 .4 击 Eee) 一 gz 天 
Sare mi 一 Saji 
可 见 于 mod 天 时 ,ar 一 0. 从 而 
g(2) = Dy mi az) 
注意 到 g(z)E 轨 ,有 
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Rt) 一 CE 十 部 人 2) 


1 
2 
= 一 DD Cin hk 十 mh ) [ws 站， 

利用 下 面 的 递 推 美 系 式 

— 【2 十 2 ei De _, (gg "eo Em, 

一 - (Cem 十 eh RU 一 1 _ (zee 《5. 5) 
8 可 表示 为 

&fz) 一 Bi 2) 十 Jar 一 I), 


其 中 Bw 为 实数 . 可 多 PL, ) 的 一 组 Hilbert 基 为 
下 二 i 《5. 全) 
从 而 每 个 gEBCZw) 可 表 为 g(x) 二 hwsvsww) ,hE 7- 

又 , 广 意 到 wyvvw 满足 
. ww 一 du"™ 一 ti, (5. 7) 
每 个 有 Eco(Z 又 可 表 为 

ge) 一 hw) whlwrv), 而 下 ES ， (5.8) 
的 形式 ， 

《d) Du 作用 于 忆 上 ,mm 之 2. 注意 到 BC0DCECZ 日 (5.6) 
中 只 有 wv 在 x 的 作用 下 不 变故 w= 过 ;v= 二” 十 zr 是 他 (DD,) 的 
Hilbert 基 , 每 个 gE (Dw) 可 表 为 g (2)= 二 h(n,25) ,hE ， 特别， 
当 闫 一 2 时 ,了 :的 作用 可 等 同 于 四 阶 群 


£ 0 
= 人 
对 平面 取 : 的 标准 作用 , 它 的 一 组 Hilbert 基 为 x ,yi 
注意 ,对 应 于 同一 个 群 的 不 同 表 示 ,Hilbert 基 可 能 不 同 ， 
例 3. 5.5 比较 例 3, 5, 1. 设 三 一 { 士 六 作用 于 了 上 ,( 一 六 一 
一 sz 一 (zsy). 这 可 看 成 例 3. 5. 4(c) 当 m= 二 2 时 的 特例 多 (Z,) 的 
Hilbert 基 为 


e+ 他 一 十 1 


| = Tv Ty w= ye, 
且 易 见 
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ww— = 0, ‘5. 9) 
定义 3. 5.2 设 志 ,…,t 为 多 (T) 的 Hilbert 基 . 若 有 s 元 非 零 
包 项 式 rE 多， 使 
Tar) (rE0, YrEeR. ‘5. 10) 
则 称 7 是 … “手足 = 的 一 个 关系 ， 称 嘱 人 ?是 一 个 多 项 式 环 ， 指 
2D(T) 有 一 组 没有 关系 的 Hilbert 基 . (注意 多 项 式 环 和 由 多 项 式 组 
成 的 环 是 两 个 不 同 的 概念 . ) 
例 3. 5.6 例 3, 5. 3 及 3. 5.4(Ca),0b) 和 (dd) 中 的 宅 (Zs)， 
名 (9) ,2(0(2)) 和 光 (D。) 都 是 多 项 式 坏 . 例 3. 5. 4(c? 中 的 “yp， 
ww 满足 (5,7), 例 3,5,5 中 ,vw 满足 (5. 9) ,因而 对 于 作用 于 了 到? 上 的 
二 2,3,… ,人 2 (DZ) 不 是 多 项 式 环 ， 
命题 3.5.7 设 紧 Lie 群 卫 作 用 于 到" 上 ,og 二 (C4;… ,td) 为 
22(T) 的 判别 式 . 若 存 在 XER* 使 Dofkz) :了 一 ~ 疏 : 为 满 射 ; 则 22 
(IT) 为 多 项 式 环 . 
证 明 因 Deolz) 是 满 身 ,由 隐 晴 数 定理 可 知 ;al 取 ) 舍 了 的 一 
个 非 空 开 子 集 口 ,因而 任意 儿 项 式 rEF， 由 rz|U 玲 一 确定 . 车 
r|U 二 0, 则 YE 总 ， 因而 Wl" st, 没有 非 平 几 的 关系 . 口 


3. 5.2 自 变 映射 


仍 设 紧 Lie 群 蔗 作用 在 Y=R 上 . 
定义 3, 5. 3 称 映 射 g: 了 "一 良 " 为 了 等 变 的 , 若 g 满足 
ET) = Yetr), YrEeEl. 
记 ,二 204) 二 {fg: (有 R',0) 一 R"} ,我 们 把 ,中 的 工 等 变 
映射 集 和 了 等 变 多 项 式 集 分 别 记 为 
FAT) = {gE Glg0r) 一 gz， YrET); 
多 (T) 一 {g € 8,(T)|g 的 每 一 分 量 为 多 项 式 }. 
或 在 空间 取 " 给 定 情 形 略 去 逐 (T) 和 鹏 (中 的 下 标 


易 见 BF 和 杨 (T) 分 别 为 环 CT) 和 吧 (T? 上 的 模 . 与 不 变 
函数 集 的 情形 类 似 ,我 们 有 


定理 3.5.8 设 紧 Lie 群 下 作用 在 下" 上 . 则 .人 PCT) 模 多 (TT 出 
有 限 不 元 中 sgE 哎 (T) 生 成 , 即 每 一 元 SGE 多 (T) 都 可 表 成 


g 一 > yei， fi€ FD), (5. 11) 
而 且 ,gi， 8 也 生成 二 (TT) 模 £ (T). 
证 明 见 下 一 节 ， 
根据 定理 3. 5.8,T 等 变 映 射 模 (TT) 的 计算 归结 为 寻找 生成 
元 ;这 也 可 像 不 变 函 数 环 中 那样 类 似 求 得 ， 我们 来 看 例 3. 5. 3 和 
3, 5. 4 中 的 合子， z 
例 3. 5.9 。 (a) 例 3. 5.3 中 殊 作 用 在 下 上 ,ge (Zs) 为 奇 函 
数 , 正 如 引 理 2. 5.1C(b) 所 指出 的 ,g 可 表 成 gtx) 一 p(xr*)zx， 由 此 可 
见 如 (Zz) 的 生成 元 为 x. 
(b) 例 3. 5. 4(a) 中 8 作用 在 上 ， 对 于 形 如 (5. 47 的 有 
名 (9!) ,由 于 gz2)=e “ele ) ,有 
Do = Doe 


可 见 当 j 了 十 1 时 ers 一 0, 故 gE(z) 一 Der zz) tz, i = 
十 二 1， i 如 万 展 , 则 
gC2) =— 2 oar iz 2 blzz)* 
=plztalu)ic, 

其 中 4 二 zz, p,q 为 w 的 实 函 数 . 可 见 2 81) 的 生成 元 为 < 和 让. 

Ce) 例 3. 5.4(B) 中 O02) 作 用 在 CC 上 ,由 b),O(2) 的 子 群 写作 
用 在 它 上 有 生成 元 (zx) 一 xz 和 ws(z) 一 x 考 虚 到 翻转 的 作用 ,w*z 
.一 z, 由 

mms) =2= Wy) 和) 一 一 让 六 Wz(2) 

知 攻 在 字 (0(2)), 帮 (0(2)) 的 生成 元 为 z; 即 2 (0C2)) 中 任 
意 元 & 可 表 成 g(x) 一 p(n)z, 其 中 户 为 二 zz 的 实 阔 数 . 
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Cd) 例 3. 5. 4(c) 中 Zo。 的 作用 在 C 上 . 对 于 形 如 (5.4) 的 gE 
(Zs) ,由 区 (四 一 erarjngCeswmz) ,有 
Sane = Fae Dim 
可 见 当 jy 十 1 十 tAEEE 时 wn 一 0 当 [ 社 0 时 , 取 j= 十 1 二 i， 
网 zi 一 0 时 取 下 二 j 一 1 一 bm; 则 六 一 
[zz)z 2. 故 可 把 g 写成 
gz2) 一 YRCbaemt! + Cnet” !). 


下 2 用 


注意 到 一 人 和 站 在 环 3,) 的 Hilbert 基 中 ， 利用 递 扒 
关系 
Rh 一 (2 十 各 Jr mn, 《5. 1 2a) 
5 (er em oo ee)" mn, (5. 12b) 
并 考虑 到 5 和 cn 均 为 复 系数 ,可 知 8 (7) 的 生成 元 为 zyiz,2- 
各 tx”!, 但 男 一 方面 ,注意 到 例 3, 5. 4{c}) 中 的 Hilbert 基 (5.6) 与 
这 里 的 生成 元 有 关系 
wz = vr — Du 1), 
TTT = Ol oo we"), 
我 们 可 以 在 Z 等 变 映射 中 消去 w. 这 样 ,gE€  (Z,) 可 写成 
gl2) = (pe or itpz HF go 1), C5. 13) 
其 中 pp po yg919gi3 所 雹 (CZ 为 wu 二 zz 各 wv 二 xz" 十 z" 的 实 捕 数 . 

(e) 例 3. 5. 4(d) 中 D。 作用 在 C 上 ,只 需 考虑 (d) 中 2 (2,) 的 
生成 元 z+:iz,2z" 1! 和 区” 1 由 于 翻转 «的 作用 ,志和 i” ! 不 在 
oa (D, ) 中 , 故 f(D, ) 的 生成 元 为 < 和!, 即 gE ? (D, } 可 写成 

g(z) = pr ge 1， 《5. 14) 
其 中 pyg9EE(D) 为 w=zz 和 v== 沾 十 wr 的 实 函 数 . 


定义 3. 5.4 称 S(T) 模 ZCT) 是 由 生成 元 g1,… ,BE 如 CT) 
自由 生成 的 , 指 fg; 一 0,f 有 E84T),1SjS&, 交 涵 /==0,1<&j 


i=1 
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<<k 此 时 , 称 如 CT) 为 自由 模 - 

注 3. 5.10 容易 验证 例 3, 5. 9 中 的 & (zs ,2 (SD ,2 (0 
(2)) 和 字 (D。) 都 是 自由 模 . 但 由 (5. 13) 式 可 见 仿 ,(Z) 不 是 自由 
模 . 

3.5.3 等 变 矩阵 值 映 射 


设 工 作用 在 了 及 上 ,re (Ty. 考虑 了 的 导数 3$=DF, 这 是 * 

Xi 和 矩阵 值 映射 . 设 7 了 YET, 对 六 (r) 一 7Yf(zx) 两 边关 于 x 求 导 ， 
DACDY 一 YDA(z). 这 说 明 Strz)=DfCr) 满 足 

ST) = SC , YrETI. (5. 15» 

回忆 nxn( 实 ) 第 阵 宝 和 (mn). 我 们 把 满足 (5.15) 的 映射 5S; ( 依 *， 

0) 一 5 (mn) 称 为 等 变 矩 阵 值 映射 ,其 全 体 记 为 2 (T)， 易 验证 ， 


| 


2 (T) 为 5.(T) 模 . 我们 指出 , 它 也 是 有 限 生成 的 , 即 有 
定理 3. s. 11 设 紧 Lie 群 工 必用 在 ER* 上 . 则 存在 .Si …9:- 握 


& (TD ,它们 生成 LT? 间 多 (T), 即 每 个 SE 如 (T) 可 表 成 


5 = Sfps,, / EBT), j= 1 or. 
证 明 见 下 一 季 ， 
注意 到 复数 x 一 x 十 iy 中 z 一 元 (x 十 z) 和 y= 六 (2 一 z) ;我 们 
可 以 把 C 到 自身 的 线性 映射 写成 
(=,z)Hr a Bz, a,BEC (5. 16》 


的 形式 . 
等 变 答 阵 值 映射 模 的 生成 元 可 用 与 前 而 类 人 人 的 方法 求 得 . 


例 3. 5S. 12 (Ca) 7 作用 于 到 上 ,SE C2). 由 SC-x)= 
一 SCz7( 一 1]) 知 SE@(Z,), 故 8 (ZZ,) 由 1 生成 . 
Cb) S' 作 用 于 C 上 ， SE (8). 记 


(2] = Eee] 十 Piz)rw, (5.17a)》 
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az) 一 Dr, Pl) = DBivit. (5.17b) 
由 SCe*z)e” 二 e*SCz), 即 
alerw)e 十 Blesz)e tw 一 eafz)zo + eplr)rwe, 
= 
Da et i -一 Di 
Pies iat 一 je” a 
由 此 易 得 (5.17?b}) 为 
afz) = > ua, (ee), 
BCz) 一 DByrisee)e, 
考虑 到 oj 及 HEE 故 好 (8!) 的 生成 元 为 
Silz)w = w, Sz)w = Fw, 
| (5. 18) 
Sw) = res Sew 一 i 
(ec) QC2) 作 用 于 CC 上 ,SE 8 (OC2)). 则 
SE FH) HHS)w = SW. 
2 (S) 的 生成 元 (5. 18) 中 只 有 S1 和 S: 满 足 上 述 条 件 . 故 2 (0 
22 的 生成 元 为 
Sz)w = WwW Sew = Hm, (5, 19) 
Cd) Z。 作用 于 C 上 , SE 好 (ZJ) 形 如 (5. 17). 由 5S (em"z) 
ene nd (rz) ale "se)—=alz) Ales" ™z) me "Batre). (hb) 
类 似 可 得 
SzYre 一 一 > (Cz, ZY are" 十 BRT J 


FA 


十 (ce 十 ds" 2)w]. 
利用 (5.5) 及 关系 式 
= (em 二 2" CO (ee) rm, 
2 一- Ce lm 十 wi Dm em (Zz2) "e+, 
知 图 zu) 的 生成 元 为 
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Sx) 一 ww,， Sle)W = HU, 


Sz 一 ey, Sz 一 ew, 

- . (5. 20) 
Sole) = tto, Ste)w 一 Tv 
Slz we 一 ie Sx) 一 2 tre, 


注意 ,我 们 这 里 用 的 记号 凤 与 (5. 6) 式 Hilbert 基 中 的 并 一 好) 似 
乎 会 混 请 . 但 事实 上 ,利用 关系 式 

ta — 2) = 22" 一 区 一 To 一 2xr)， 
我 们 还 是 可 以 象 例 3, 5. 9(d) 中 那样 将 1S;(z)} 的 系数 写成 仪 会 zy 
的 函数 . 


(e) D, 作用 于 C 上 ,SE CD) 则 SE (ZH SC = 
SCz) 硬 . 而 (2) 的 生成 元 (5. 20) 中 只 有 S1, 5,; 5S,, 5S1, 满足 上 


述 条 件 , 故 2 (D,) 的 生成 元 为 
S12)tw = ws Se) — ets 
_ _ (5. 21) 
Sole) =— ety STI = 2 


§ 3.6 关于 不 变量 定理 的 证 明 


本 节 介 绍 上 一 节 定 理 证 明 中 要 用 到 的 关于 个 变量 的 基本 理 
论 , 其 中 包括 Hilbert 基 定 理 和 Schwarz 定理 ,并 对 上 一 节 的 几 个 
定理 给 出 证 明 . 


3.6.1 Hilbert 基 定 理 和 定理 3. 5. 1 的 证 明 


定理 3. 5. 1 证 明 的 基础 是 关于 交换 环 有 限 生 成 理想 的 Hilbert 
基 定 理 , 我 们 先 介 绍 该 定理 ， 
设 安 为 交换 环 , 腕 上 售 不 是 元 工 的 多 项 式 环 记 作 沈 Lzj, 这 
是 由 形 如 
i i 
的 多 项 式 生 成 的 交换 环 , 其 运算 按 多 项 式 的 通常 加 法 和 乘法 来 定 
义 . 归纳 地 ,可 定义 统 上 会 # 个 不 定 元 ma 的 多 项 式 环 
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[zi = 人 [zx [xz J. 6.1) 
定理 3. 6. 1 (Hilbert 基 定 理 ) 说 交换 环 鹃 中 每 个 理想 为 有 
限 生 成 , 则 绽 [x] 中 移 每 个 理想 也 是 有 限 生 成 ， 
证 明 对 于 f=awx" 十 4aw_1x" 十 十 qo 全 殉 [x],am 尖 0, 记 了 了 
二 Qn, 而 0 二 0. 设 .了 为 哆 [zj 中 的 理想 , 易 验 证 .={fER|f€ 
.为 鹃 中 理想 . 按 条 件 , 可 设 .和 4 的 生成 元 为 如 ，,…, 扣 EE 统 ， 我 们 
将 证 明 , 户 ,… 思 ,再 添 吉 有 限 个 元 就 可 生成 5. 
对 &0, 记 .和 中 次 数 不 大 于 不 的 多 项 式 空间 为 加 一 {fe.2| 
deg Ek}. 
断言 1 .为 有 限 生 成 流 模 . 
证 明 .多 显然 为 现 模 ,我 们 用 归纳 法 来 证 其 为 有 限 生成 . 
当 二 0 时 ,和 6 二 .ZF 看 作 光 模 显 然 是 有 限 生 成 的 ， 设 .名 _; 为 有 限 
生成 经 模 ,其 生成 元 为 用 ,…,f. 易 验 证 .7 一 {了 E 当 |fE 和) 为 
玩 中 理想 , 设 7 的 守成 天 为 81，…sg1: 我 们 来 证 明 统 模 .的 
一 组 生成 元 为 {i ,所 ,gg}， 为 此 ,对 任意 gE .24, 记 
BCT) = Br 二 TB rb ,06.2) 
不 妨 设 枣 关 0， 则 2 记 
b= agi 二 -十 cgi， ci 全 沟 ， 了 一 1， … 
及 g=g 一 (cg 二 +cg). 因 deg 8:=k,Y i 由 (6. 2) 半 人 
即 有 E. 和 - 故 & 为 万 的 线性 组 合 ， 可 见 加 区 一 十 Bi 十 "cg 
为 方 和 8 的 线性 组 和合, 断言 1 得 证 . 
对 前 述 p, 记 nn 一 max deg 志 , 由 断言 1, 可 设 :和 有 生成 元 gi， 
… gn. 只 要 证 明 任 一 FE 可 表 成 
f= 二 pi 二 Bq 二 Dt (6, 3) 
其 中 oa 腕 [zz]. 事实 上 , 当 deg fn 时 由 断言 1 知 
《6. 3) 成立. 设 对 于 下 之 0, 当 deg 也 n 十 衣 时 (6. 3) 成 立 ， 现 设 
qdeg 了 一 ”十 有 十 1. 记 f= p 十 十 pr 及 
区 一 邱 一 De np,, 
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则 容易 看 出 deg g 专 n 十 & 由 归纳 假设 知 8 具有 (6. 3) 形 式 ,因而 了 
也 具有 (6. 3) 形 式 , 本 定理 得 证 . 口 
利用 (6.17 定 义 的 形式 ,有 
推论 3.6.2 设 交 换 环 鹃 中 每 个 理想 为 有 限 生 成 ， 则 统 [ xz， 
…,zz] 中 的 每 个 理想 为 有 限 生 成 . 0 
”特别 ,实数 系 慌 仅 有 两 个 理想 :10) 和 到 ,它们 分 别 由 0 和 1 生 
成 . 故 有 
推论 3. 6. 3 民 [z,… za 中 的 每 个 理想 为 有 限 生 成 ， J 
推论 3. 6. 4 设 UC 了 [zz] 非 空 . 则 存在 U 的 有 限 个 元 
{vas om} ,使 得 每 个 wEU 可 写成 z 
uo fi 二 fi EE REry st = sR. 
证 明 设 .2Z 为 取 Lz…z] 中 由 亲生 成 的 理想 . 由 推论 
3. 6. 3,.F 由 取 [Lzy ,zw ] 中 有 限 个 元 ,比如 说 , 志 ，…, 记 生成 .由 
于 了 由 UU 生成 ;可 记 
P= fu 二 fa E Ui = l,m. 
则 有 限 集 tu)CU 生成 .4 ,这 就 是 所 要 的 子 集 . 口 
现在 来 证 明 上 一 节 的 Hilbert-Wey! 定理 ， 
定理 3, $, 1 的 证 明 ”只 要 对 侈 (T) 中 的 齐 次 多 项 式 g 证 有 明 本 
定理 , 因 阁 gg 二 gs 十 Bi 十 … 十 gm: 其 中 gj 为 齐 次 , 则 不 难 验证 每 
个 本 ET 
设 可 性 仿 (D) 为 多 (中正 次 齐 次 名 项 成 的 全 体 ， 由 推论 
3. 6. 4 存在 丰 ，……, 弘 EU 使 每 个 zsETU 可 表 成 
u= ft 二 fw 万 后 限 [ en) 7 一 1 天。 (C6.4) 
我 们 可 把 C6. 4) 写 成 
ur) = rt FD YET 
并 在 土 式 两 边 对 7 作 工 不 挛 的 Haar 积分 , 注意 到 和 za 都 为 下 
不 变 ,得 
= Fi 二 十 PFs C6, 5) 
其 中 F(z) 二 | fz)aY, 易 见 忆 E.GPKCT 一 1 法 
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现在 设 gE 到 (IT) 为 齐 次 和 多项式. 只 要 对 g 的 次 数 作 归纳 证 
明 g 可 表 成 关于 吉 ，*… ,tu 的 多 项 式 ， 当 deg g 二 0 时 ,g 为 常数 ,这 
时 结论 显然 . 设 deg 8 安 m 时 结论 成 立 ， 则 当 deg 8 一 后 十 1 时 ,将 
8 表 为 (6. 5) 的 形式 ;由 deg ww 宇 1,j 一 1 ,… ,8, 知 deg Fi 所 m 十 1 一 1 
二 m，, 据 归纳 假定 ,结论 成 立 . 口 


3.6.2 关于 Schwarz 定理 的 证 明 


设 紧 Lie 群 下 作用 在 到 上 ,fa ,za 为 工 不 变 客 项 式 环 
区 (0T}) 的 一 组 Hilbert 基 . Schwarz 定理 ( 即 定理 3. 5. 3) 是 说 ,对 每 
个 EE 过 人 TD) ,存在 芽 FEE 加 (使 得 


ECT) 一 fm 工 ) HCI)). (6.6) 
这 个 定理 将 不 变 多 项 式 环 上 的 结果 推广 到 不 变 函 数 环 上 , 我 们 这 
里 将 给 出 Schwarz 定理 证 明 的 要 点 . 


首先 我 们 证 明定 理 3. 6. 1 的 结果 可 以 推广 到 TT 不 变 的 形式 宪 
级 数 环 上 ， 称 形式 等级 数 


PT) 一 Dar C6. 7) 


1e[ 二 a 


是 不 变 的 , 指 g (xz 一 p (xz) ,YYET. 
命题 3. 6.5 设 紧 Lie 群 工作 用 在 展 "上 ,a ;-…,tti 为 . 作 (T) 的 
一 组 Hilbert 基 , 车 9 (x) 是 全 不 变 的 nn 元 形式 输 级 数 , 则 存在 上 
元 形式 次 级 数 儿 使 
PTY = Bm CT eT)). ‘<6. 8) 
证 明 记 g x)= 》) ,pi(z), 其 中 为 i 次 齐 次 多 项 式 .由 
定理 3. 6. 1, 对 每 个 1, 存在 变量 的 多 项 式 贞 使 p(x) 二 gtu(x)， 
aa))， 不 妨 设 ww 痢 为 齐 深 , 并 记 m= max deg xi 人 Cr， 唱和 中 


非 零 项 的 最 低 次 着 zt。 可 见 贡 一定 内 (7) 7= (7 办)， 
中 的 每 个 次 数 只 有 有 限 个 由 有 贡献 ,这 就 说 明 少 是 个 形式 备 级 
数 ,而 且 显 然 满足 56. 8). 口 

我 们 回忆 1. 4, 每 个 C” 函数 AGE 都 对 应 一 个 形式 宪 级 数 jJ 
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= .ax', 这 是 了 在 原点 处 的 Taylor 展 式 ,a, 一 言 DfC0). 自 岩 
jf 一 0, 则 fEG, 为 平 境 函数 .3, 中 全 体 平坦 函数 组 成 2, 的 理想 ， 
_N"“， 由 Borel 引 理 的 推论 1. 5. 7, 对 应 了 是 满 的 ,从 而 我 们 可 将 
Schwarz 征 理 的 证 明 归 结 为 平坦 少数 情形 . 

命题 3. 6.6 如 果 思 (7) 中 每 个 平坦 函数 吕 其 有 形式 (6. 6)， 
则 上 .CT) 中 每 个 芽 g 具有 形式 56. 6). 

证 明 设 gESOCTY, 则 jg 为 了 不 变 的 舌 级 数 . 由 命题 3. 6.5， 
存在 形式 者 级 数 (yi，… ,ys) 使 

ET) 一 人 人 
又 所 Borel 引 理 的 推论 1. 5.7, 存 在 芽 了 EG 使 jf=#. 于 是 
j[g Cr) — Falr) ,x)) | 三 0. 

可 见 gCz) 一 fw(z) ,v4(z)) 为 平坦 函数 . 根据 息 定 ,存在 蕉 玉 
EG 使 

gr) — Far ye ar)) = hm (x) sn i CI)), 


可 见 g 满足 (6.67. 0 
我 们 把 Hilbert 基 {x (x)}) 政 写成 鼎 射 o， 
sR 一 Raz) = Ca Cr tr)). 《6. 9》 


则 (6. 6 可 写成 
gx) = fax)). (6. 10) 

设 gES(OT) 为 平坦 的 . 由 命题 3. 6. 5, 为 证 得 Sehwarz 定理 只 要 构 
造 出 AE 加 满足 66. 10) 就 行 ， 对 此 ,我们 只 烈 出 构 道 f 的 要 点 . 
首先 ,利用 不 变量 理论 可 以 证 明 , 对 于 zx 全民 1olx) 二 glx' ) 当 
且 仅 当 存 在 YE 使 z= 二 7r， 由 此 可 对 o 的 象 中 每 一 点 > 得 到 
Fy) 值 .再 特此 扩张 到 我 : 中 地 点 以 外 的 点 . 最 后 利用 有 的 平生 性 
证 明 所 得 的 了 在 原点 附近 是 C ”的 . 

现 举 了 有 上 的 2 不 变 国 数 环 来 说 明 上 述 过 程 . 设 gE€@tz;) 平 
坦 ， 由 gC 一 xz) 二 g(x), 可 傅 f(y 一 gCv|y1), 则 f(x”) =glx). 
在 7 关 0 处 了 显然 为 C 而 在 y 一 0 处 由 g 平 坦 可 推 知 了 也 为 C”， 
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3.6.3 不 恋 量 定理 的 证 明 


设 荆 为 紧 Lie 群 ， 我 们 来 证 明定 理 3. 5. 8 和 3. 5. 11, 这 两 个 定 
理 分 别 表 明了 工 等 变 的 映射 模 和 算 阵 值 映射 机 是 有 和 当 生 成 的 . 在 年 
阵 空间 入 (n) 一 RR" 情形, 我们 可 以 考虑 工 在 经 (上 的 作用 , 即 

- .A=YAY I YYET,AE Sn) 《6. 11》 
( 见 例 3. 2. 2)， 为 得 到 关于 模 的 -- 般 结果 ,我 们 设 同时 作用 在 空 
间 恨 " 和 及" 上 ,并 把 和 (n,m) 中 约 卫 等 变 映 射 集 定义 为 

ET nm) = {gE Enam) gtYr) = Tetry,¥ 7 ET)}. 

定理 3. 6.8 (Tynsm) 为 环 @,《T) 上 的 有 限 生成 模 . 

证 明 ”基本 思想 是 把 等 变 情形 转化 为 不 变 情形 . 不 妨 设 了 正 
变 地 作用 在 桶 " 和 了 肥 ” 上 . 记 及 "上 的 本 不 变 内 积 为 < ，?. 设 gE 
Tin) yyE 肥 "， 命 


Fr 一 《ECE) YY) 。 ‘6. 12) 
不 难 验证 了 和 8& 有 关系 
gtX) 一 《 石 ,rzs0)) 《6. 137) 


我 们 指出 ,让 为 民 "X 玉 "上 的 全 不 变 函 数 , 这 里 荆 在 取 "*X 保 " 上 的 作 
用 为 对 着 的 , 即 yYftz,y) 一 (zzzy ,YY YET 事实 上 ， 
fOr Ty) = g(r) yy) = (Yelr) ,YYy) 
= (gtr) y) = fr,y). 

反之 ;对 任 一 T 了 不 变 函 数 ;有 RXRR"* 民 , 设 g 由 (6.13) 给 出 ， 

对 等 式 7Yx,Yy) 二 了 (x,y) 两 边关 于 求 导 并 命 y==0, 得 
DFO OY ~ Df (zr,0), 

或 YYgltYr)= 二 g(x). 由 于 假设 7 是 正 交 作用 ,7 二 X77! ,得 g(x) 一 
Ygtx), 即 gz 为 T 等 恋 . 

现在 考虑 工 在 恨 "X 及 " 上 的 (对 角 ) 作 用 , 设 其 Hilbert 基 为 wu， 
te 对 任意 gEBtTInym), 设 了 由 (6. 12) 给 出 , 则 易 验 证 
(6.13) 式 成 立 . 把 了 EE%in(T) 表 成 

frsy) 一 直人) 

并 代入 (C6, 13) ,可 求 得 
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是 


(一 2 haz,0) ,sh EO CD Cz,0)) 7, C6. 14) 


由 于 部 hCGa(z0) ,Wu(z;0)) ET) ,这 说 明 
(D(z 0 j= 1 (6. 15) 
为 生成 元 ;生成 蕊 .( 攻 ) 模 攻 (T yn ,1m). 口 
注 3. 6.9 从 定理 3. 6. 8 证 明 中 看 出 ,s.(T) 模 Sia) 的 生 
-成 元 由 C6.15) 式 给 出 ,其 中 {wu} 为 了 作用 在 人 RX 如 "上 的 Hilbert 
基 , 这 也 给 出 2(Tyn,m) 的 生成 元 的 一 种 求法 . 

”为 将 定理 3. 6.8 用 于 定理 3. 5. 8 和 5. 11 的 证 明 , 需 考 虐 荆 正 交 
作用 在 空间 了 及" 和 如 * 上 ,并 且 使 RR” 的 内 积 为 了 不 变 , 这 只 要 假定 开 
CO ,根据 3. 2 中 的 结果 ,这 个 假定 是 合理 的 ,这样 ,对 于 了 
等 变 映射 g: 展 "一 恨 " 可 保持 到" 的 内 积 为 卫 不 变 ， 而 对 于 工 等 变 矩 
阵 值 映射 g: 取 "> 入 (定义 有 二 Cay),B 一 (6)E (nn) 的 内 积 

A,B} = Dab 
则 在 作用 (6.11) 下 也 为 荆 不 变 ; 即 
< - 47 .B= (4,B). 
事实 上 , 设 7 一 (7,,yET. 由 于 
.A=YA7! = YA 一 (>)7aaayi)， 


利用 2 ,Ys75 二 6, 有 
(¥Y» A,Y，, By = Va a ber? ye 
上 


一 D> aa 有 es 
一 > asp 一 ‘A,B). 
这 样 , 我 们 可 以 得 到 定理 3.5.8 和 5.11 的 铺 果 . 
定理 3.5. 8 的 证 明 在 定理 3. 6. 8 中 取 严 一 ”并 设 TCOWn) 为 
对 恨 " 标准 作用 ,再 利用 定理 3. 5. 2 即 得 . D 
定理 3. 5. 11 的 证 明 在 定理 3. 6. 8 中 取 严 一天， 并 设 TCOCe) 
对 恨 * 是 标准 作用 ,对 及 ”二 (wn) 的 作用 为 (6. 11), 再 利用 定理 
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3, 5.2 即 得 . 0D 
: 习题 三 


3. 1 证 明 ; (a) 人 的 每 个 2 维 不 可 约 表 示 同 构 于 p (8}z== 
evz, 对 某 个 非 负 整数 . | 
Cb》(a) 中 的 两 个 表示 pi,p 1, 当 过 >0 时 不 同 构 . 
(c) S' 的 仅 有 的 一 维 不 可 约 表 示 蚌 平凡 表示 . 
3.2 设 2 和 2 为 紧 Lie 群 了 上 在 空间 Vi 和 Vs 上 的 两 个 不 可 
约 表 示 ,T 对 空间 stV ,Vs}) 的 作用 定义 为 
PIOIA= AMIACP IN YET,4E SAV,V,). 


证 明 (a) 车。 和 6, 不 等 价 , 则 |7Aa7=0,Y AE€ AV, ,Vy. 


(b) | pV rp War =dim SerCV 


3.3 由 线性 空间 和 和 和 :可 定义 张 量 积 VOV;, 它 由 形 如 工 
Cy(zE€E VyEV:) 的 元 的 有 限 和 组 成 ,满足 双 线 性 关系 , 且 若 
te 和 te?) 为 VW 和 VV 的 基 , 则 {ee} 为 VOOV; 的 基 ， 证 明 : 
由 空间 V; 上 的 表示 Pi:T 一 GLOVD) ,一 1,2, 可 诱导 空间 VV 的 V， 
上 上 的 表示 P69 CP 和 严 的 张 量 积 ) : 

(OFFIOND = rR PNYy YY ET, 
且 满 足 X(p Cp) =X(p XC ). 

3.4 设 DDOwD 标 准 作 用 在 恨 上, 求 轨道 ,相应 的 迷 向 子 群 及 
不 动 点 子 空间 . 

3.5 设 王 为 了 的 迷 向 子 群 .证明 

fa NreE)= {YET IITiIx (DT) = Fix(S)}. 

(b)》 若 王 为 最 大 迷 疝 子 群 , 且 dim Fix (3) 为 奇数 ; 册 NeCZ)7Z 
至 多 有 二 个 元 案 . 

3.6 设 紧 Lie 群 工 不 可 约 地 作用 在 空间 YY 上 ,DCT 为 子 
群 ， 记 儿 二 人 TCV (回忆 定理 3. 3. 11 ,多 同 构 于 及 ,或 人 也 }, 证 明 ，; 

(a》 若 放 衬 C, 则 dim FixtQ2) 为 偶数 ;而 若 东 人 兰 吏 , 则 
dim Fixtga) 为 4 的 倍数 . (提示; 证明 :Fix (0) 关 于 玩 不 变 , 目 多 


“卫生 3 ， 


在 Fix(Q) 上 的 作用 为 不 动 点 自由 ,因而 Fix 人) 是 多 上 的 癌 量 空 
亲 , ) 

tb》 和 若 dim Fix (2) 是 奇数 , 风 械 的 作用 忽 对 不 可 约 . 

3.7 设 IT=OQ(n) 为 RR" 上 的 标准 表示 * 且 通过 对 角 作 用 方式 
作用 在 贾 ' 细 到 上 ,zy 生生 庆 " 申 了 - 证 明 T 不 变 哺 数 环 的 一 组 
Hilbert 基 为 |z 上 ,|y|?，《z,y》; 而 T 了 等 变 映射 模 的 一 组 生成 元 为 
《rr0) Cy0) (0, x) ,CO0,Yy). 

3.8 设 T= 久 作用 在 CC 上, (zy2s) 上 rterz ,ez); 其 中 p,q 
为 互 索 的 正 整 数 . 证 明 

(a) GT) 的 Hilbert 基 为 

{Re (21z?) ,Im (x922), |21)°, |2, 13)， 


Cb) 如 (1) 的 生成 元 为 (zi za) F> 
之 1 :0), (zz1 0) 《sz 0), (12 1 2 ,0) 本 
C0, ), CO) 0 二 过 10 好 1)， 
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第 四 章 ”等 变 分 贫 理 论 


本 章 , 在 第 三 章 引进 的 群 论 方法 的 基础 上 ,将 第 二 章 中 的 单 变 
量 分 岔 理论 推广 到 一 般 的 等 变 分 贫 问 题 进 行 讨论 . 同 第 二 章 类 
似 , 等 变 分 倪 问 题 的 识别 和 普 适 开 折 是 本 章 的 两 个 主要 课题 . 在 
$4. 1 中 我 们 介绍 对 称 形式 的 Liapunov-Schmidt 简约 ,并 给 出 等 变 
分 岔 癌 题 的 标准 形式 . 在 3 4. 2 中 我 们 引进 “等 变 限制 切 空间 ”和 
“等 价 轨道 切 空间 ”的 概念 ;以 它 为 工具 ,我 们 在 8$ 4. 3 中 研究 等 变 
分 盆 问 题 的 识别 . 在 84. 4 中 介绍 等 变 普 适 开 折 理 论 及 计算 ;并 在 
3 4. 5 中 对 $ 4, 4 中 的 主要 定理 给 出 证 明 ， 


3 4.1 等 变 分 岔 问题 


本 节 中 我 们 先 介 绍 对 称 形 式 的 Liapunov-Schmidt 简约 , 它 能 
使 化 简 后 的 新 的 分 贫 问 题 保持 原 有 的 对 称 性 ,由 此 可 得 到 等 变 分 
笃 回 题 的 标准 形式 ， 然 后 我 们 引入 等 变 分 岔 问题 的 两 个 等 价 关 
系 : 并 讨论 在 这 两 个 等 价 关 系 下 等 变 向 量 场 在 平衡 点 处 的 线性 稳 
定性 问题 . 


4. 1.1 等 变 隐 函数 定理 


我 们 首先 将 $1.2 中 讲述 的 隐 函 数 定 理 推广 到 等 变 情 形 . 

定理 4. 1. 1 (等 变 隐 函数 定理 ) 设 紧 Lie 群 了 作用 本 Banach 
空间 他 ,名和 人 宅 上 . 设 是 社 19G:X 歼 一 和 关于 (rr 轴 扯 .5 
多 为 工 等 变 的 映射, 即 

Co 一 MY WY (TE XB, YET, (1.1) 
旦 满足 GCt0,0) 二 0. 着 局 在 原点 处 关于 工 的 导数 (DG)(0,0) EE 
(法, 名) 可 递 , 则 存在 0E 多 的 令 域 IJ 及 唯一 的 上 避 上 映射 五 :U 一 


" 45 » 


党 满足 

(i) UU 是 下 不 变 的 , 即 YUCU,Y YETI 

(iy HO}=0, 

(ai GCHO ,YE—0, YY yeEU; 

(iv) 百 ;U 一 . 采 - 是 下 等 变 的 . 

证 明 ”由 隐 函 数 定 理 ( 定 理 1.2. 6) 知 ,存在 6E 多 的 开 邻 域 V 
及 唯一 的 C! 映射 种;V-> 弛 ;使 得 剖 (0) 二 0, 重 

G( 百 (一 0， VYyE€EY. 

令 D0 一 NYV. 显 见 0E UCYV 且 如 满足 (0. 

我 们 证 明 U 是 开 集 , 设 y.E MU ,yyoln->oco0)， 于 是 存在 
7.ET 使 儿 iy,.EBNVY. 因 荆 紧 ,不 妨 设 7 一 7onx00), 邦 YT!1y, 一 
Yr iyo tn oo). 因 BV 是 拷 集 , 碘 YiyoEBNVY ,从 而 20 22 1U. 
这 就 证 明了 多 ^\U 是 闭 集 ,因而 U 是 开 集 . 

令 五 一 号 1U, 则 瑟 满 足 Gi) 和 { 店 ). 对 YET,yE 罗 ,由 (1.1)， 

GOIHOY,Y) = YGOCHOy) ,ry} = 0, 
了 即 7-: 。 豆 -7 满足 5i) iiy。 击 隐 国 数 唯 一 性 ,7 :二 :Y= 了， 
即 五 是 了 等 变 的 . 口 


4. 1, 2 等 变 的 Linpunoy-Schmidt 简约 


现在 我 们 将 8 1. 3 中 引进 的 Liapunov-Schmidt 简约 推广 到 等 
变 情 形 . 设 紧 Lie 群 下 作用 于 Banach 空间 .2 和 色 上 ,平凡 作 
用 于 Banach 室 间 A 上 ,办 ERXA. 设 下 党 XA 名 是 等 
变 的 上 C 映射 ,k 实 1, 即 
FOuAd) 一 TB VOGOVER XA (1.2) 
对 (1. 2) 式 两 边关 于 ww 求 导 得 
DF A = YD Flw,A). (}. 3) 
我 们 来 考 虚 下 在 原点 附近 的 分 侈 问题 . 设 Ff(0,0)==0,A= 
(CaF)0vo 二 DD, FO0,0), dimA CA) 半 0， 则 由 弹 . 3) 知 A; 人 溉 一 多 是 
rr 等 变 线性 映射 , 即 A7= 二 7A,Y YET, 而 且 易 验证 .7(4) 和 哆 
， (4) 分 别 是 多 和 多 的 工 不 变 闭 子 空间 
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设 M 和 N 分 别 是 受 和 多 的 工 不 变 闭 子 空间 ,满足 
FVDM, NBRA). (1.4) 
而 命题 3. 2. 4, 当 乳 - 和 多 是 Hilbert 空间 时 ,这 样 的 子 空间 M 和 
N 是 存在 的 . 设 4 是 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 , 即 
dim = dim NM < eo, 

现在 对 下 作 Liapunoy-Schmidt 简约 ， 设 PP: 名 一 多 是 由 (1 4) 

一 式 确 定 的 到 N 上 的 投射 ;并 记 及 一 J 一 了 P. 则 PP 和 已 为 等 
变 . 将 &€ 人 如 记 成 #= 二 rz 十 yEAXAYDM， 则 方程 


Fu,Aa} 一 站 (C1.5) 

等 价 于 
ry PF(TT yD = 0, (1. 6a) 
Bor yA) SAF 十 3 = 0, (1. 6b) 


有 gCOAD)XMXAN 和 内 :CA) XMXA 一 及 (CA) 关于 (z， 
y) 也 都 是 了 等 变 的 . 对 (1. 6b) 可 用 定理 4. 1. 1 得 到 0E .人 (4) XA 
的 了 不 变 邻 域 U 及 工 等 变心 热 射 下 :U 一 M 使 
WO0) = 0, blrWrNdD N=0, VVEU. 
这 样 , 在 0E AUCA}YX MXA 附近 ,方程 以 . 5) 的 解 与 
内 Crr 一 0 
的 解 一 一 对 应 . 令 gp (zy 从 一 页 (z 有 (zj 四 ， 则 PP:U- 一 N 是 F 
等 变心 映射 ,满足 
PO,0) 一 日 《ap ow = 0. C1.7) 
因此 有 
定理 4. 1. 2{ 等 变 的 Liapunov-Schmiat 简约 ) 设 紧 Lie 群 下 
作用 于 Banach 空 他 有 多 上 ,有 XA 人 是 全 等 变 的 CC 映 
射 ,FC0,0) 一 0. 设 及 二 (dF)0w;: 千 一 多 满 是 
Ci) 起 是 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 ; 
(ii) ACA) 和 和 骂 ( 和 4 分别 在 骂 和 多 中 有 械 不 变 的 补 空间 M 
和 NN， 
则 存在 (0,0)EANCA)XA 的 工 不 变 邻 域 U 及 信 等 变 的 位 映射 
pg :UN, 使 得 在 (0,0) 扎 吕 XA 附近, 玉 二 0 的 解 与 9 二 0 的 解 一 
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一 对 放 , 昌 玉 满 足 (1,7? 式 ， 
设 dim A<co. 适当 取 有 限 维 空间 .4 (4) 和 N 的 基 , 则 ?成 
为 有 限 维 空间 之 间 的 荆 等 变 映 射 . 


4. 二 3 等 变 分 仿 问 题 的 全 等 价 


设 紧 Lie 群 全 作用 在 维 向 量 空间 VY 上 ， 为 简单 起 见 , 我 们 
考虑 单 参数 情形 . 

定义 4.4.1 称 工 等 变 可 微 映 射 人 本 B:(VX 及 ,0 一 V 是 一 个 了 
等 变 分 合同 题 , 指 g 满足 
g(0,0)=0, (dg) 一 0， (1. 8) 
这 里 仍 用 (dg) ,iw 表示 gg 在 C(x,)EVX 届 处 关于 x 的 导数 . 

由 等 变 的 Liapunov-Schmidt 简约 结果 (,7}) 式 知 , 0,8) 的 要 
求 是 自然 的 . 

记 4.4 为 C” 函数 芽 (VX 现 ,0) 一 恨 的 全 体 ,了 ,为 C” 有 映射 芽 


hr 


(VX 取 ,07 一 Y 的 全 体 , 为 C” 定 阵 值 映射 芽 (V XR 展 ,0) 一 
(VY) 的 全 体 . 记 
I) 一 {FE ,| Or,A) 一 全 ¥ * 允 工 上 ， 
GAT gE El gO 一 ypgtzDy yy ET), 
EDT) (SES, Sz) = Sr DWT, YY ET), 


A gE ED (Drg)oo = 0 lal < 
这 里 a 一 (aoya+ 为 一 组 非 负 整 数 . 特别 记 
MT) = -ACID， 
现在 我 们 将 第 二 章 引进 的 芽 之 税 的 等 价 和 强 等 价 关 系 推 三 到 
FT 等 变 情 形 ， 回忆 srtV) 是 笃 CV)? 中 的 了 等 变 线 性 映射 集 , 
记 红 (为 SrCVImGLCV) 中 含 单位 元 了 的 连通 分 支 ， 
定义 4. 1.2 工 等 价 群 和 强 开 等 价 群 分 别 为 定义 为 
DIT) = {SX E GiaT) X AAT) X A 
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[SC0,.0) dX) E ETY, AM C0) > 0), 
Sr (TY = {SNA € BOTY ANW 三 让. 
对 侍 二 (Si ADE BT), 1 二 1,2, 令 
STAA) 一 Sra RE AY ,AANY, 
Kx,A) = KR (LA), A Ch)), 
A = CNV). 
易 见 B=(S,X,AE DT). eB, B,C, 则 
(Pr 色 ， 
定义 了 多 (5D) 上 的 一 个 运算 . 不 难 验证 多 (CT) 关 于 该 运算 成 为 群 ， 
而 多 (T) 是 多 CT) 的 (正规 ) 子 群 ， 
(9,XdDE 2(T) 作 用 在 g€ (TT) 上 为 
((S, 和 4 CD 一 Stz DECECz MNO). (1.9) 
定义 4.13 对 gE (Tr), 称 群 作用 轨道 多 (Cryg 和 
信 (TD)g 分 别 为 g 的 工 等 价 轨 道 和 强 T 等 价 轨道 ; 称 ghE 字 。 
(T) 是 等 价 的 , 指 hE 2(T)g, 这 时 记 g~rhy 称 ghE @ aT) 
是 强 荆 等 价 的 , 指 €E 艰 (T)g, 这 时 记 gg 汪 ch. 


注 4. 1. 3(a) 群 多 个 ) 或 玫 (T) 中 元 可 看 作 室 间 6 (Ty) 到 自 


身 的 线性 同 构 . 易 见 .和 . (是 轨 (和 妇 (T) 不 变 的 ,而 (S,X， 
4 在 红 ) 中 所 满足 的 条 件 可 以 人 梨 证 (5S, 外 ,A) g 仍 是 工 等 变 分 
贫 问 题 , 旦 具有 与 g 相同 的 定性 性 态 . 
Cb) 工 等 价 有 ~rg 的 表达 式 
hrA) = 国人 TAKECA7D)， fE。 LDOD) 
中 g 前 面 作用 的 线性 算 子 SCzx, 和 ) 似 平 可 推广 为 下 面 更 一 般 的 形 
式 


有 (ri 一 QCr, Mgr NA), 《1. 11) 
这 里 仿 :VX 取 XYV 一 Y 在 原点 附近 满足 对 任意 (rz, 人 EVX 区 ， 
y rAd y) ,VV C1, 128) 


是 微分 问 肛 , 且 
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Q(zr,2,0) = 0， (1. 12b) 

QTVzA Ty) = TQ Ay), YT7ET, 人 《1.12c) 

DQ0,0,0) € LT).. (1. 12d) 
但 下 雷 命 题 指出 满足 (1. 11) 中 的 和 g 是 强 工 等 价 的 . 

命题 4. 1. 4 设 紧 Lie 群 工作 用 于 空间 VW 上 ,QQ:(VXRXY,， 
0)->V 满足 条 件 (1. 12), 且 分 人 省 问题 g,hE 如 (TD 满足 (1: 11). 
则 存在 SE aT) ,使 SC0,0OE CT)*, 且 

CTA) = SOT A 下 【人 下， 站) 

证 明 由 (1. 12b;d) 可 设 Q(zr,a,y) 一 ACr,4,y)y, 其 中 
ACrAA YE ce) ACOO00)= DRQ0,0,0)E YY (TI. 由 
《1. 12c), 

ACGXA A Ty = YACr A yy YrYEL. 


令 Bry) |, YACYxATY)Y cx， 册 上 式 表明 


Alrsay)y 一 BlrsAy)y, 
由 Haar 积分 的 平移 不 变性 ,对 每 个 $ET， 


BEz,AEy) 一 | 7-1L40er AYEYYY d7 
| r 
= éB(zr, A vy)E 1. 《1. 13》 


邻 S(zsD 二 Bx,h,g(z,D)、 则 上 式 表明 SE 2 ,aT). 而 
S00) — BOO0.0) = AOO00) € sD)’, 
日 hr) =—AQr A ar A Str, Ag(tr,A), 0 


4. 1.4 ”关于 等 变 向 量 场 的 稳定 性 问题 
这 一 小 节 我 们 把 等 变 映 射 gE .a(T) 看 成 微分 方程 


窑 = BCT A (1, 14) 
的 府 量 场 , 来 讨论 经 等 价 
hxaA) 一 Sr AgCHRCT A A AY, C1. 15) 


CS, 革 , A 万 种 ) {1.14) 的 平衡 和解 的 线性 稳定 性 是 否 能 保持 的 
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问题 . 设 (zo; 加 ) 为 上 的 零点 ;hro;y 加 7) 二 0， 则 (ry) 二 (Uzo， 
丸 ) ,ACh4)) 为 g 的 零点 , 即 以 .14) 的 平衡 解 . 问题 归结 为 在 这 些 平 
入 解 处 g 和 上 的 线性 化 什 阵 的 本 征 值 实 部 符号 是 否 会 改变 . 

可 以 把 g 的 TT 等 价 (1. 15) 分 成 两 步 : 

(DD 区 (人 > gLRCT A ACA)); 

Ci) gOSA) > Sra) gCT,A), 
我 们 指出 ,步骤 后 可 归结 为 (i). 事实 上 ,考虑 

在 (二 AD) = (dX gER (rN ACN)), 
对 8 在 零点 Czxo; 加 ) 处 关于 工 求 导 ， 
(dg)s 0 = ARI (dg) a dK) 

可 见 dg 和 和 dg 在 相应 零点 处 的 本 征 值 不 变 。 这 就 将 变换 个 归结 
为 (i), 即 有 : 

命题 4. 1, 5 设 g 的 平衡 点 在 每 个 形 如 S(tz; 和 g(x,) 的 蔗 等 
价 下 保持 线性 稳定 性 , 则 该 平衡 点 在 每 个 了 工 等 价 于 也 保持 线性 稳 
定性 . 品 

于 是 ,为 讨论 保持 线性 稳定 性 的 条 件 , 只 要 考虑 步骤 (ii) 的 工 
等 价 性 ， 因 而 ,比如 对 于 第 二 章 讨 论 过 的 单 变量 分 岔 问题 ,在 等 价 
变换 下 总 能 保持 其 稳定 性 ,一 般 , 设 

ACTrA) 一 Sr ,AECr, AY. 
则 在 有 的 要 点 (Croy 加 处 
(CR 一 SCro hd) (dg) na, 

记 So 一 SCzo). 东安 在 了 的 不 动 点 子 空间 Fix(T) 中 , 即 yzo 一 
Toy YET, 则 5 与 交换 ,756 一 So7,Y YET., 特别 ,车 T 绝 对 不 
可 约 地 作用 在 空间 VY 上, 则 S56 二 cj,c€ 邮 ,上 且 由 于 SE ErCV)"， 
c>0. 这 就 是 说 ,矩阵 人 dp) 和 (aeg)-x 相差 一 个 正 数 = 倍 ,它们 
的 本 征 值 实 部 符号 都 不 变 ,这 就 得 到 

命题 4.1.6 设 下 绝对 不 可 约 地 作用 在 V 上 ,gE (TT) 和 
gzoyi) 一 0. 者 ZoEFixCTD), 则 (tzro; 加 ) 的 线性 稳定 性 在 工 等 价 下 
保持 不 变 . 0 
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8 4.2 等 价 轨道 切 空间 与 等 变 限 制 切 空间 


村 节 中 我 们 介绍 轨道 切 空间 的 概念 , 它 的 两 个 特例 , 即 工 等 
价 轨 道 切 空间 和 等 变 限 制 切 空间 (或 强 T 工 等 价 胃 道 切 空间 }, 是 我 
们 在 研究 分 贫 问 题 的 识别 时 的 基本 工具 . 我 们 将 详细 讨论 它们 的 
代数 结构 ,并 对 几 种 重要 的 情形 给 出 计算 结果 . 至 于 它们 在 识别 
问题 中 的 具体 应 用 则 留 在 下 节 中 介绍 ， 


4.2.1 等 价 林道 切 空间 与 等 变 限 制 切 空间 


设 紧 Lie 群 卫 本 用 于 居 维 ?向 量 空 间 Y 上 . 我 们 把 上 一 节 的 
FT 等 价 群 有 Cr) 和 强 了 等 价 群 儿 rm 统一 记 作 群 多 , 它 作 用 于 空 
间 2 ,TY 上 . 


定 党 4.2.1 对 于 gE 2 (TT) , 称 


T(g12) = {4 (8 8) EGADIDEDB = (2.1) 


条 帮 间作 省 从 别 由 等 价 轨道 


省 切 空 间 ) ,并且 记 四 
了 (一 下 (CT))， 
RT(g ,TY = Ttg; (TDT)). 
注意 ,T(tg; 儿 ) 的 几何 意义 为 群 作用 轨道 Geg 在 g 处 的 “ 切 空 
条”, 这 也 是 “轨道 切 空 间 ”" 名 称 的 测 来 . 部 果 柜 结 看 成 一 个 "Lie 
群 ", 则 下 (gj; 地) 就 相当 于 相应 的 “Lie 代数”, 
现在 我 们 来 研究 T 等 价 轨 道 切 空间 和 下 限制 切 空间 的 代数 
结构 ， 
设 和 GE 区 iT) ,B= CSA) EDD 或 VT) D, 
二 Jd， 则 接口 . 9) 式 ， 


二 Py 
元 (和 可 了 二 了 名， (TA gCR, Ci) saA) }) 


一 下 
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=Sotxr A g(r A (deaRo tr A gr A ， 


其 中 S,E (TD) ,EHD), 轴 EN 特别 当 妨 二 祥 (TT) 
时 , 心 三 (0. 


反之 ,对 SE BT) XENAT) 和 AE.Hs 令 
Sz 一 了 十 413(zD， 
rTA) GOS) 
A = 4 iAO. 
容易 验证 当 |i| 充分 小 时 , (5S 天 ,, 太 )E ZT), 而 且 


Sg + (dgYX + gh SS X 4 | 


局 


特别 , 若 A==0; 则 (CS,, 六 ,YE (TD). 


由 上 述 分 析 知 
Tg,T) = {Sg+ (dgyX + gl(S,X,A)E 
aT) x HT) Xx _ }, (2, 9a) 
RT(g,T) = {Sg + (dg)XICS, XR) E 
ST) X HAT)). (2. 2b) 


易 见 RT(g,T 己 休 (g, 帮 ) 忆 加 ,4(T), 它 们 都 是 (线性 ) 子 空 
间 , 其 中 RTCg ,站 是 才 .TT) 的 ,1(T) 子 模 , 且 
Tig,T) = RTOg,D) 十 o,{Ag,). (2. 3) 
而 人 Cg ,T) 一 般 不 是 2 (TT) 的 子 模 . 
命题 4. 2.1 (a) SRT(g ,TT)=RT(Bg,T), Y BEDT):; 
Cb} ET lg T=—TBg,T), YY SEDT). 
证 明 记叙 = 如 (T) 或 信 (T). 设 古 E 多 (T), 对 任意 三 EE 如 
使 下 一 下 ,由 于 多 0) 是 GCT) 的 正规 子 群 , 总 有 B81€E 把 
FG, :一 到、 因而 


人 一 所 -1 
DEDe)) Pho Be)) € TGg;D). 


故 BT(g ;多 )CT(Bg ;如 ). 进而 可 得 
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STBe ;BD) TTE Sg) 一 工 ( 人 区 )， 
可 态 BT(g; C= T(E ;2), 口 


4.2.2 每 变 限 制 切 空间 的 计算 问题 


我 们 现在 来 讨论 等 变 限 制 切 空间 与 等 价 辆 道 切 空间 的 计 
算 和 问题 . 设 S19 Ok 是 ,xlT) 的 生成 元 ,X， "1 KR 是 MalT) 
的 生成 元 . 则 RTCE ,I 由 
Sg rg CSI XL (dg XN, (2, 4) 
生成 . 利用 (2. 4) 所 刻 划 的 代数 结构 ,我 们 可 求 得 等 变 限制 切 空间 
RT(g,T[) ,进而 由 (2. 3) 得 到 工 等 价 轨道 切 空间 了 工 (g,T)， 
例 4. 2 2 了 工 一 1，V 一 慌 ". 这 是 到 " 土 无 对 称 的 分 贫 问 题 的 情 
形 ，gE .和 取现 的 标准 基 pmyesyA 由 和 ne 


a 


1) 生成 ,如 由 Eat1 坟 jkRSn) 牛 成 ,这 里 EE 为 (j,%) 姓 是 1, 其 余 
元 素 是 零 的 nXn 矩阵 . 记 g== 2 ,gj;; 则 


RTCg,1) = (ge ade/ari rr Hg/ar) | ewens (2. 5a) 
Tg,1) = (ge Mp /aris rT gg/ari》 + {Ag}. (2. 5b) 

若 蕊 ，…* 帮 自由 地 生成 攻 . (TT) 模 .好 CT), 即 每 个 及 EE 

_H(T) 可 唯一 表 成 
hk 一 AX) 二 十,， hj 后 Bt), 
则 记 = 二 [上 hj]. 

例 4. 2.3 我 们 在 引 理 2. 5. 1 和 例 3. 5. 12(a) 中 已 经 看 到 工 一 
必用 在 下 上 时 , (到 ) 由 1 生成 ,和 (zs) 由 工 生 成 ,g 握 . 龙 (Z5] 
可 表 成 gtr 和 一 rtwy 人 7 三 [rjyw 二 Xx 而 

RTCg ,Zs) = Cr] Ler, ]}, (2. 6a) 
Tg,22) = rjsfure + Ba}. 《2.6b) 


例 4.2.4 设 r-D=z9z-| -| |s 一 十 ij 作用 在 V 
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一 刺 : 上 ，(z,y)E 取 *、， 易 验证 (Ds,) 由 (zx,0),(0,y) 生 成 , 2 (D,) 


由 
|, 中 ， | 0 "|， , | 
0 0 10 0 zy 0! IO 1 
生成 ,而 8E.A(D:) 可 表 成 
gr YA) = Crplus vs AY, 3 vd)) = pg], 
其 中 =z ,vw 一 y， 且 不 难 验证 
RT{g,D,)= tLp,0j,L0,q],L0,wp], [Log 0], [ap ud, 
[vp.s vg. |), (C2, 7a) 
Tg,D)—RTCg, Do) 十 G {ip My}. C2. 7b) 


naz.s ro {| et 


e 一 士 1 | 标准 作用 在 V=R* 上 ,， 
二 (x1yXe) 所 好 ;, 则 攻 (Z) 的 Hilbert 苛 为 # 二 x ,vv 一 ， & ,FT,) 


由 《1,0) ;C0,zo) 生 成 ,CZ,) 焉 
ss 
0 0 0 0 x 0 0 1 
生成 . 而 gE.AHa(Ds) 可 家 成 z 
BCX Ad) = Cplusv, A), gusv A) Ti) = [prq], 
其 中 p00,0,0) 二 0, 月 有 
Sig 一 [py0j,s8 = [vg.0) ,Sg = [0,pj,S8 一 [0,9]. 
由 于 .和 .CD:) 的 生成 元 为 (0, zz), (wx,0), (wv,0), (2,0)， 利 用 
C2, 4) 和 (C2, 3) 式 可 得 
RT(g,Z) = (Lp,0],Lvg0},10,»],L0,9], Lup,, wg] 
[wps wg) [Ap, Ags) Lop, ,vq |)， (2. 8a) 
Tg,2)—=RTCg,D,) + E{ [Ap , dg]}. (2. 8b) 
在 平面 映射 情形 ,利用 复 坐 标 (z,y) Fz 十 iy ECC, 可 使 计算 
简化 . 若 记 


二 工人 十 iysz 二 一 iy; 2, 9) 
则 易 验 证 ,线性 变换 
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(zz) a id) [2. 10) 
等 同 于 
全 | 好 十 工 一 吾 十 过 | 
国 [215 oe (2 (2, 11) 
命题 4.2.6 设 有 :CX 人 fF 人 是 和 zz 的 可 微 滞 数 . 则 在 复 坐 
标 下 


CDAY 一 hw + hv, Co. 12) 
证 明 记 z 和 zz 如 (2.9) 式 ,并 记 了 一 2 十 和 及 下 一 站 十 盔 , 这 里 
FP 和 是 实 变量 x,y 的 可 微 实 菠 数 ， 于 是 
9。 同时 ‘Pt Pv 
~ 


(gb 站 十 网 
写成 复数 形式 为 CDhD)w 二 (由 十 下) 十 a 十 下 wv)， 利 用 
ar/ar = B/E 十 3/3z， /dy = i(9/9% 一 3/dz), 
经 直接 验证 可 得 (2. 12) 式 . 口 


例 4. 2.7 T=D, Cm3) 标 准 作用 在 V 二 三 了 上 ， 回 忆 3. 
5 中 的 结果 ,c(pD.) 的 Hilbert 基 为 一 邓 ,o 一 十 加 ;BCD,) 的 生 
成 元 为 xz, !; 攻 (Dw) 的 生成 元 为 


Si{z) = Ww, Sal 一 Seven 
{ew 一 2 Sew 一 ep, 
且 gE Da) 可 表 为 
EIA) 一 六 (zh TT qva) 2 [psgl. (2,13) 
于 是 
Sig = [paj, 
Cus Se)g = [2up wos0 |], 
Sg = [ur-?g,p], (2.14) 
(Ss + Sg = [vp 2u” 19,0]. 
另 一 方面 ， 


ge = pps tt mpoe” + gz” + mu” lg,s 
Bg; 一 per + mutp, + (nr 一 19 十 Ug Iz” 十 zag azzm3， 
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由 命题 4. 2. 6 知 
(dg}z= [p+ 2ups tmvpos CmO— gt Gnt lg mvug, 
(dpa 1 =[vp me ps Cm— Du"™ Sg tm 1) gqg,, 
p+ vas 十 2mu” 9] 

由 (2. 4) ,并 结合 (2.14), 知 RT(g;D) 的 生成 元 为 

[p94] ,TL2up + vq,0), tu" 2g,p], [Lvp 十 2u" 1g,0], 

[2up, + mvp,s Cm — 2)g + Cm lugs tt mvg,], 

[vp 十 2 lp 十 (一 2 十 (一 1 1 

ug 十 2ma”™!g,]. 

(2.15a) 


Tlg,D,.) 一 RTCS,D) 二 {ap dl]}. {2.15b) 
例 4. 2.8 本 =O002) 标 准 作 用 在 V 一 C 宇 FR? 上 . (002)) 由 & 
二 zz 生成， (0(2)) 由 xz 生 成， (0(2)) 由 
Sz = tw F(z) — zw 
生成 ,gE 多 (QC2)) 可 表 成 
glzsA)} = plusA)z = [pj|. 
于 是 
Sg = [Lp], Sg = Lup], 
(dg)z = (p+ Zp)z + (zp2)z = [p+ 2up,]. 
因而 
RTCg ,DC2)) = (pj, Lup.]), (2. 16a) 
Tg ,O062)) = (pj Luep)) + SLAap]}. 《2.16b) 


$4.3 等 变 分 岔 问题 的 识别 
等 变 分 岔 问题 的 识别 就 是 按照 工 等 价 关 系 对 等 变 分 岔 问题 
进行 判定 和 分 类 , 它 的 核心 向 题 是 ;如何 适 当选 取 开 等 价 类 的 代 
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表 元 , 即 求 正规 形 ,以 及 如 何 判定 一 个 等 变 分 贫 问 题 与 某 个 正规 形 
r 等 价 . 本 节 中 我 们 先 介绍 等 限制 切 空间 的 一 个 重要 性 质 , 然 后 
介绍 内 荀 理想 和 内 荀子 模 的 概念 ,它们 是 深入 研究 识别 问题 不 可 
缺少 的 有 效 工具 . 最 后 我 们 讨论 几 个 具体 分 岔 问题 的 识别 . 


4.3,1 轨道 切 空 间 的 一 个 重要 性 质 


设 紧 Lie 群 T 作 用 在 空间 V=W 上 ,gE€ 作 (TIT). 车 pE 


Za) 满足 :对 一 切 tE 导 ,g 十 tp( 强 )T 等 价 于 g, 则 按 轨道 切 空 
间 的 定义 ,pETCg,T)CpERT(g,T)). 因此 pET(g,T)(pERT 
Cg;T)) 是 g 十 tp( 强 )P 等 价 于 g(Y 让 的 必要 条 件 ; 但 它 不 是 充分 
的 . 下 述 定理 给 出 了 gg 十 tp( 强 )T 等 价 于 的 一 个 充分 条 件 . 
定理 4.3.1 设 g,peE zx(T)， 
《a) 车 
Tg,T) 一 TIg 十 地 ,IT)， ytcefo,1l]， (3.1) 
则 g 十 tp 与 g 为 工 等 价 ,¥ EL0,1]; 
Cb) 若 
RT{g,T) 一 RTCgE + pI), YEE[0,1], (3.2) 
则 gg 十 tpp 与 为 强 工 等 价 ,¥ ttE[L0,1 |. 
证 明 (a) 令 GCr,aA, 息 一 g (2 和 ) 十 tp(x ,A)， 我们 要 证 骨 的 


是 ,存在 关于 xz 为 等 变 的 SE ;wl 了 和 XE Bas(T) J 以 及 和 4 ，.. 


扣 使 
BUTIA) 一 STIALIGCECT ,AL ACA,L) ,1), (3.3) 
SCrsA0) = LyRCrT A 0) = TACA0) = i C3,4) 
(00 的 一 站 LODt 一 总 ， {3.5) 
(3. 3) 两 边 对 + 求 导 并 经 移 项 可 得 
pIXA) 一 — STAN Cr ALGN ,A,i) 
— (AG) x ns RTAt) — (GD a A, (3.6) 


下 面 我 们 将 证 明 , 存 在 4€ 人 5E (TD) 及 cE BT) 
满足 50:0, 六 一 Dectz 0 四 一 0， 甩 使 得 
= 1]58" 


PTA) 一 一 GEIGTT AI — (dO nbz, AH 
一 【Conec( 工 ALE1。 《3. 7 了》 
我 们 指出 ,如 果 求 得 上 述 a,5 和 c, 则 可 从 下 列 初 值 问题 
OA) = cKOT SAL ACAA) 1), 
WE》 = ERCTIAD) AA) 2), 《3. 8) 
AtaA0) = AT AD 一 工 ， 
解 出 满足 (3. 5) 的 了 XE @ .se(T) ;进而 从 
有 
{se = 1 
解 出 SE ca.(T) ,使 (3.6) 成 立 可 见 (3, 3) 对 充分 小 的 t2>0 成 
立 .于 是 ,由 紧 性 知 L0,1j] 能 划分 成 有 限 个 子 区 间 之 并 ,使 每 个 子 区 
间 中 的 枉 意 两 点 志和 ts,g 十 ip 各 gg 十 tip 为 了 等 价 . 故 由 工 等 价 
的 传递 性 知 对 每 个 :E [0,1],g 十 tp 与 g 为 工 等 价 . 


下 面 来 求 好 + 在 和 [而 使 (3. 7 了 7) 成立， 设 GT) 一 CSI" 本 ,其 
中 号 = 了 到 CT 一 (和 和 对 天 E BlT), 记 


《3. 9) 


‘5 1 二 了 二 .到 
Th = AX, RE < 7 了 下 十 二， 3.10) 
.Ah), 了 一 天 十 了 十 1, 


记 N= 二 十 [十 1. 则 于 ,Ty 有 生成 元 Ws 
人 = 二 p= 人 Tg,T) 和 和 

Jlg +p) = Ag), 本 《3. 11) 
这 里 A 二 (@D)yxy ya ES AT), SETiawEc。 由 于 J 了 是 线 
性 的 ,由 (3. 11) 式 

(的 一 (4 一 有 TCD 一 (4 一 下 JJCG ~ tp). 
进而 (vw 一 4B)J(p) 一 BJ(G), 这 里 B 一 4 一 Jn 于 是 当 | 充分 小 
时 
Tp) = Cy + 1BY- BJT GY. 

可 见 2 一 六 (及 一 2 cA cE SD) 1SjSN. 令 


J 一 1 


* 159" 


和 一 一 >，_ crSh， 
一 一 CR 
f 一 wy 
则 (3.7? 成 立 . 
(hb 设 万 ,TS 由 53. 10) 给 出 . 由 RT(g 十 p,P)} 一 RT 
《王后 
dg p) = Aig), 
其 中 说 () 二 CJCh))7 详 一 Ca) 为 全 十 站 XX (十 站 给 阵 
且 ESD). 从 而 每 (a) 中 那样 可 扒 知 p= 一 aG 一 (dG)5， 其 
中 
aa 人 Gi, bE GoalT), (0,0,t) = 0. 
进而 可 得 SE ZT ,XE BTS (rAd,0) =1,,X(r,1,0) 
二 ;下 (0,0,1) 二 0, 使 
BITIAY =— SETA CCRT A AE). 
于 是 g 与 g 十 场 强 工 等 价 . 0 
” 注 4. 3.2 定理 2.1.6 和 2.5. 3 是 定理 4. 3.1 中 =1,n==1, 和 
工 一 Zn 一 1 的 捕 形 ， 


4.3.2 应 用 


作为 定理 4. 3.1 的 应 用 , 我 们 来 讨论 非 退 化 的 Ot2) 和 D; 等 变 
分 倪 的 识别 问题 . 

例 4.3.3 设 T=002) 作 用 在 V=CR’+. g€ .1(0(2))， 
Elz 二 r(xwxsA)z; 其 中 =zz, 设 &g 满足 韭 退 化 条 忻 

《0,0) 一 0 A 一 完 (0,0) 隆 0,B 一 各 (0;0) 关 0. 
我 们 来 证 明 J 强 O02) 等 价 于 

hig aA) = (Car + BAY, 
其 中 a 二 sgnA,5 二 sgnB. 设 
Ezra) = tgtzrAd) ct (1 — DAn tt Bayz 
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一 【4 Baz + tla, A)z, 
则 RT(g ,O02)) 一 Az), 其 中 Au 十 BATip,Au 十 tup,), 显 
然 ， FC 到 男 一 方面 ;由 于 ppP.EAAO 及 AB 了 0, 有 -CA 
十 -20?, 由 中 山 引 理 ,AACF ,从 而 RT(g8',0(2)) 二 Hz} 与 无 
关 ， 由 定理 4, 3, 1， 
Eg = 8!~g ~ (Au+t Bz, 

而 后 者 强 Q(2) 等 价 于 上 上. 

例 4.3.4 设 群 一 Ds 作用 在 空间 C 衬 R: 上 ,gE€ ZCD,) 为 分 
区 癌 题 ， 据 例 4. 2.7, g 可 表 为 

SEA) 一 站 (ypyh)z ct qusv A)z: = [pqg, (3,12) 

其 中 己 满 足 


p{0,0,0) 一 0， (3.13) 
县 RT(g,D;}) 的 生成 元 为 
Lp;gj,L2up + ve,0),Lug,pjsLvp + 2ug,0], 
[2up, + 3vp,s0 十 tugs 十 3vg, | (3.14) 


[vp. + 6p, + wg + 29, vq 十 burq,1. 
设 (3.12) 中 的 p,9 满足 非 退 化 条 件 
00 0)4f0;00)》 天 0， (3.15) 
我 们 来 证 明 g D: 等 价 于 
上 (zh = tahz 十 Oz?, 
其 中 6 一 sgnp(0,0,0) ,6 一 sgng(0,0,0). 
证 明 记 A==[.A,Ej, 这 里 A 二 A 1 攻 = 攻 1: 而 LA ， 
2] 表示 满足 EE- 到,JEB, 的 芽 Lyg , 录 的 全 体 . 我 们 上 先 证 明 
RT{g,Ds) 一 ,£, (3.16) 
冲 实 上 ,由 (3.13) 和 (3.14) 易 知 RT(tg,D;) 必 YF. 另 ~- 方 面 ,出 
3.13 一 15) 式 可 见 RT(g,D,) /ApY 中 的 元 素 可 由 . 刀 - 的 基 
[xs0j4 ,Les01,[aA0,j;[L0,1j] 线 性 表 出 . 进而 ， 
FCRTg,D,) + HAF. 
由 中 山 引 理 ,CRT(Ce ;Ds) ,因此 (3.16) 成 立 . 


118]: 


注意 到 上 述 对 于 g 的 D; 纵 制 切 空 间 的 分 析 只 依赖 于 pC0)4 
和 gqt0)4 两 项 ,也 就 是 说 , 若 史 [ 员 , 旬 ] 使 肌 E 人 ap)， 颖 后- 玫 , 则 
RT(g + DD = RT(g). 
利用 定理 4. 3. 1(b) 可 见 g 强 了 DD; 等 价 于 
gerd) = patO hz 十 gC0). 
于 是 , 经 改变 x 和 4 的 尺度 可 知 ,g 与 为 D; 等 价 . 


4. 3.3 内 区 理想 和 内 列子 模 


为 了 解决 一 般 的 识别 问题 , 我 们 象 第 二 章 中 所 作 的 那样 ， 引 
进 内 蕴 理 想 和 内 理子 模 的 概念 . 仍 设 紧 Lie 群 了 下 作用 在 V( 一 取 ) 
上 ,为 简单 起 见 , 记 2(T) 二 ZT) ,2 (T) 二 .as(T), 并 记 T 等 
价 和 强 了 工 等 价 为 一 和 一 - 
定义 4.3.1 称 环 人 ZS(T) 的 理想 .z# 是 内 蕴 的 , 指 对 任意 /FE .，， 
若 有 以 E 地 (及 4E 吉 , 合 (Cd 区 ESXKF) "和 本 (0)>>0, 则 由 
下 Cr = fCKXCr, NAN)) (3. 17) 
定义 的 ESOT) 也 在 中 ,hE€. 久 车 在 上 述 定义 中 附加 At) 三 4 的 
条 件 , 则 得 到 “ 强 内 蕴 理 想 "的 概念 . 称 模 4 (T) 的 子 模 7 是 ( 强 
内 草 的 ,指针 (AZC 克 多 (CC 角 . 即 与 大 中 元 素 ( 强 ) 等 
价 的 元 素 也 在 7 中 . 
易 验证 ,内 冀 理 根 和 内 荀子 模 必 是 强 内 区 的 ;市 { 强 ) 内 区 理想 
的 和 与 积 仍 为 ( 强 ) 内 莹 理想 ;而 且 全 民 ) 的 最 大 理想 
A = {FE FT FO,0) = 0} 
和 理想 (4 都 是 内 将 的 ,因而 
A 十 -十 A (3. 18) 
是 内 蔓 理 想 . 若 .CE(CT) 为 ( 强 ) 内 蕴 理 起, PC 2 (T) 为 ( 强 ) 内 、 
荀子 模 , 则 .Zz 为 ( 强 ) 内 荀子 模 . 特别 .G CT) 为 ( 强 ) 内 荀子 模 ，. 
如 
(te 十 .At 十 十 At) FT) 
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及 NNT) 二 NZ (T) ,kh 之 1; 为 内 列子 模 但 并 非 每 个 内 荀子 模 
《即使 余 维 有 限 ) 都 可 表 成 (3.8) 的 形式 (例如 ,参见 命题 2. 5. 5). 

车 .PCz。xT) 是 ( 强 ) 内 列子 模 , 则 对 每 个 gE 中 及 加 E 殉 
CT CBT)) ,gE 8. 注意 到 . 琨 线性 空间 ,因此 乞 (到 5) |.-， 所 
了 . 这 说 明 

了 T(g,T) CC F(RT(g I) CC FN gE fF. {3.19) 

反之 ,有 

命题 4.3.5 设 .GCC 只。i(T) 是 余 维 有 限 的 子 模 . 则 .内 草 
子 模 的 充 要 条 件 是 Cg,TDJCP,Y gE€ 8. 而 ,2 的 强 内 葡 子 模 的 充 
要 条 忻 是 RTC(g,TC FY gE F. 

证 明 记 宅 = 人 XI) 或 名 (T). 因 .PC EI) 余 维 有 限 , 故 存 
在 这 1 使 -A(T)C,Z. 而 A(T) 是 多 不 变 的 , 故 多 是 作用 在 有 
良 维 空间 ZT) /ArT) 上 的 连 道 Lie 群 . 7 是 ( 强 ) 内 列子 模 当 上 且 
仅 当 /HVT) 是 纹 TP) (ZHT)) 不 变 的 . 而 Tg;22)CAZWY gE 
了 ;说 明 , 手 多 的 Lie 代数 下 不 变 . 由 于 连通 Lie 群 和 与 之 相应 
的 Lie 代数 具有 相同 的 不 变 子 空间 ,因此 8 ( 强 } 内 蕴 当 且 仅 当 
Tg,TIC F(RTCE TC A VY gE ZF. 口 

43.4 ”高 阶 项 


对 gE€ 如 ,alT) ,定义 
PlgA) {IpE ETL p~ grY ho~g), (3.20) 
Pg) {peE GTRipEgNYN hg)}, (3.21) 
并 称 eg,T) 中 的 元 素 为 & 的 高 阶 项 . 
”命题 4.3.6 设 gE 2(ID. 则 Ug,T) 是 (TIT) 的 内 药 子 模 ， 
而 Cg,T) 是 @(CT) 的 强 内 蓝 子 漠 . 


证 明 先 证 P(g;,T)CE(T) 是 子 模 . 设 pprEP(g,T),h 
* | " 


一 g. 则 

真一 下 士 疡 一 (下 土 丰 ) 士 本 一 大 十 (pp 十 ps >. 
这 说 上 明 加 十 pyE 守 (tg,T). 设 PE BEY,TEST). 车 (0,0) 
天 0, 则 


ht fp~ itp~e 


这 说 明 fpE 多 (tg, 了 Dy, 车 (0,0)=0, 记 了 六 (x; 办 = 二 /f(z,) 一 1; 则 
刚才 已 证 得 着 和 到 (gT) , 故 f= 了 p 十 PpED(gTD), 可 见 法 (g， 
T) 为 子 模 . 

再 证 多 Cg:T)? 是 内 蔓 的 . 设 记 E 虽 ( 人 ,有人 2 人 (T)， 对 瑚 一 
8; 因 D7 一 天 一 & 故 

i+ Bp= BB ht ~ hp~g 

因而 BpE (gD). 

类 似 可 证 宅 ,(g ,了 了) 是 强 内 蕴 子 模 . 品 


设立 是 2 (Km 的 子 空间 , 记 ItrV〈 ItrV) 为 含 于 Y 中 最 大 的 
〔( 强 ) 内 荀子 模 , 即 Y 中 所 有 ( 强 } 内 蕴 子 模 之 和 . 下 面 的 定理 对 
开 .(g8 DT 作出 一 个 估计 . 

定理 4.3.7 设 gEHT). 则 

Ttr (CARTER TD CC BgDTY CC It RTEg,T)). (3. 22) 

证 明 先 证 明 第 二 个 包含 关系 . 设 p€ 光 ,tg,T). 则 有 者 € 
BT), 使 =I4 有 Bg=g+tp. 故 p 一 全 (Bg) -ERT(g， 
Fr). 


为 而 仿 ,(g ,ICRT(g ;了 )， 由 命题 4. 3. 6, 多 ,tg,T}CItr (RT(g， 
I)). 


对 于 第 一 个 包含 关系 ,我 们 只 要 先 证 明 , 若 之 。 CT? 中 的 强 内 
荀子 模 .2 满足 
RT(g 十 p,T) = RTCgE,T7， VpESLE,. (3.23) 
则 六 忆 多 ,(g,T)， 然 后 再 指出 中 = Itr(-ARTS TD) 满足 
{£3.237. 
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设 满足 (3.23). 若 pEAZBECZB(T), 则 BipE 中 由 
(3. 23) 及 命题 4. 2. 1， 
RT (Dg + ip,T) = SRT(g + 1871p,T) 
— BRT(Cg,T) 
~ RT(Bg,T), YteR. 
再 由 定理 4. 3.,1Chb) 知 ,Bg 十 tp 一 Bg t 亿 遇 .因而 户 E 到 ,Cg T)， 
可 见 2 Cg ,TT). 
另 一 方面 ,对 于 后 Ttr(-YRTIgE TI 及 pE 三 因 下 强 内 草 ， 
由 命题 4, 3. 5， 
RT(p,T) CC FC ARTEE, TY), . 
设 hERTCg 十 p,T), 则 存在 (S,X)E 2 CT) XA(T) 使 
k=Stgtp tdtat pe i 
=[Sg++ {tdg)X]+[LSp+ (dp) XT] 
ERT(g,T)+RTCOp, TICRTg ,PT). 


故 RTtg 十 pT)CRTig,T). 另 一 方面 ,对 hERTCg,T) ,存在 


人, 名)E 2 (CT) X(T) 使 
h=Sg+ {dg)X 
=[Stgt+p)t tadltgt+p RI— [Sp+ dp) | 
ERT(g+p T+RT(E,T) 
CRT(g+p TI -ART ,TL). 


”上 故 RT(g,TCRTCg 十 Pp, 丰 十 -HART(g:T). 由 中 山 引 理 ,RT(g，. 
TYCRT(Cg 十 了 ). 因此 RT(g 十 p,T) 二 RTCg,T) ,这 说 明 .2 一 


Itr ARTIgE 7) 满足 5C3. 23)， 口 
4.3.5 识别 问题 


定理 4. 3. 7 中 (3. 22) 的 前 一 个 包含 关系 可 用 于 许多 分 岔 问题 
的 识别 ,第 二 章 曾 用 类 似 的 关系 讨论 了 单 状 态 变量 分 倪 问 题 的 庚 
别 .下面 给 出 几 个 多 变量 情形 的 例子 . 

例 4. 3.8( 山 顶 分 营 ) 一 1,V 一 BagE 如, 为 分 分 问题 . 
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故 可 设 gg 二 上 十 pp 为 分 兮 问题 ,其 中 有 (ry 和 ) 扎 展 为 关于 x;y 二 
次 ,关于 2 一 次 的 多 项 式 , 而 PE == (A 十 -H()) sa， 我 们 
对 下 述 两 种 情形 的 六 分 别 验证 g 一 天. 
(a) = (zr — yA,2ry), 
注意 到 ,8 是 强 内 冀 子 模 , 由 定理 4. 3,7, 只 需 验 证 CHX 
RTC,T). 由 例 4. 2.2,RT( ,的 生成 元 为 
CTO yO OT 一 多 十 AD Ty) ,XY), 
CTY CAT AD) 一 二 yy 一 YT Ay, AT), 
经 线性 组 合 可 得 
(x2 0) ,Cy 0 Cy,0), (Ox) (0,y) ,0s ry) (As0), C0 A). 
六 而 
RTOT) = CA + A) 好 -un (3. 24) 
由 此 可 见 CARTOh,T), 于 是 ,PE Fh,T) ,到 ~ 有 十 pp 二 gg. 
(b) g—= (reAy eA Its|=1. 
RT 人 人, 攻 ) 的 生成 元 为 
Cr? EA, Cy BAO (OT 二 SA) C0 Y 二 EA), 
CHO CTY0) , CATION OY CO Ty) CO AY), 
类 似 可 得 (3. 24) 的 结果 ,因而 CART(h,T')， 有 与 {a} 相同 的 结 
论 ， 口 
例 4.3.9 T=OC),V=CER. gE ii(O(2))，g(z 一 
rtwraA)z, 其 中 二 zz 
由 例 和 .2.8,RTtgO(02D) 一 <[pj;[xpj], 与 32,5 中 (5,6) 式 
比较 ， 有 相同 形式 ， 因 而 ,其 识别 问题 的 解 与 32.5 中 也 有 类 似 的 
比如 ,利用 定理 4. 3. 7, 可 与 例 2. 5, 8 类似 证 明 , 车 r 在 x=4= 
0 处 满足 


= ro i220 [也 
a a 


1, 则 rrO(2) 等 价 于 (eBayr ,其 中 
和 


主 
可 
"0 


& 一 Sgn C010),6 = sen| A rt0 ,0). 


特别 ,由 此 也 可 得 到 例 4. 3. 3 中 的 结果 . 

我 们 上 面 看 到 ,等 变 分 岔 问题 g 的 识别 可 归结 为 求 集合 
P(g,T) ,事实 上 有 比 (3.22) 更 精细 的 估计 . 

设 世 .i(T) 由 齐 次 多 项 式 映 射 X,，…,X 生成 , (TT) 由 齐 次 


第 阵 值 映射 5,…,Si 生 成， 它们 的 次 数 用 deg 表示 . 对 有 所 Fa 


(Ti Xa, TT ,x(T) 为 由 RT(g,T), (dg )X,(degX;> 
2) 和 Sig(degSi 闻 1 生成 的 子 模 ,并 记 
ET) = ED) {Ng}. (3.25) 
下 面 定 理 给 出 令 (, 了 和 名,(g :了 的 估计 . 
定理 4 3. 18 (a) Itr Ce TT IC, (gg:T) | 
(b) Itr YC, 了 CP(g,T) ,特别 ,着 Fix(T)=={0), 则 
TItr gD) = Big), 国 | 
该 定理 的 证 明 要 用 到 代数 几何 中 的 一 些 方法 ,这 里 不 栓 述 了 ， 
读者 可 参考 [Ga] 和 [BdPW]. 


$44 等 变 普 适 开 折 理论 


本 节 介 绍 在 等 变 分 岔 的 霖 点 理论 方法 中 占有 核心 地 位 的 等 变 
普 适 开 折 定 理 , 它 表明 每 个 具有 有 限 工 余 维 的 工 等 变 映 射 总 存在 
普 适 习 开 折 . 我 们 还 介绍 普 适 开 折 的 计算 问题 

4. 4.1 等 变 普 适 开 折 


设 紧 Lie 群 T 作 用 在 空间 Y= 及" 上 ,gE€ 4,(T). 引进 “和 参 
数 a€ 良 :, 并 记 ,a..(T) 是 满足 
FY ,Ao) 一 (CC 如 * 本 上 ， 
的 CC 函数 莫 让; (YX 要 X 了 ;0)-Y 的 全 体 . 
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定义 4.4.1 称 GE .ul(T) 是 g 的 参数 T 开 折 , 若 Glz， 
A,0)=gCzr,A). 
记 如 为 C“ 函 数 基 4; (于 X 取 0) 一 肥 的 全 体 , ,4..(T) 是 满 
中 z 
[YAG) = HOTAAY , Yrerl, 
的 枉 9:(YX 了 到头 有 0) 一 9V) 的 全 体 , 并 记 
多 (TD = {SRA 和 FoalT) X GislT) Xi 
|1sfzrayroOl = TT, RCTAO) = I 上 (0)] 一 4. 
C4.1) 
定义 4. 4.2 称 g 的 两 个 点 参数 下 开 折 Gi,G,E 2 了) 是 
等 价 的 ,车 存在 (S, 基 ,A)E 多 .CT) ,使 
Gx) = SrA MG KC Ns) ,AAsa) ay. (4.2) 
注 4. 4.1 多 ,(T) 作 用 在 空间 .4T) 上 为 
(CSKR Grey = SC A OGRA 0) AA a) a). 
如 果 在 久 .{T) 上 定义 运算 
CS,s Xs A CS ,KA) = (5,X,A), 
其 中 ($i, A)E AT),f 一 1,2, 而 
Sra) =S(x,A, a Kx, A a) ,ArtA,a) ,0), 
CTA) = RT A oA) 0), 
A a) = A CAs A ,a), 
则 易 验证 (S, 了 ,A)E 名,(T), 且 人 S(T) 关 于 上 述 运 算 成 为 群 . 而 且 
8 的 二 参数 工 开 折 的 全 性 
BA = (GE GT)iGCrh0) = gC2,N)) 
在 多 ,IT) 的 作用 下 保持 不 变 ;G; ,Gs EB,lg ,TT) 等 价 当 且 仅 当 Cl， 
Gs: 属 干 同一 条 多.(T) 和 作用 轨道 ， 
定义 4. 4.3 设 G:(VX 了 RX 民 ,0)V 是 gE€ ,ulT) 的 有 参 
狂 醋 开 折 ,A:( 展 ,0) 一 ( 恨 :,0) 是 CC" 上 映射 芽 ， 则 
A*Gil(V X RX R00 -> V， 
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(AGCr ,AH) = 人 LT A ), 
作为 了 的 ! 参数 工 开 折 , 称 为 是 从 G 诱导 的 T 开 折 .g 的! 参数 


开 折 归 & xg(T) 可 由 G 代理 , 指 石 与 一 个 从 G 诱 导 的 T 开 折 
等 价 , 即 存 在 (5S, 耻 ,A)E 多 p(T) 及 C” 有 映 射 芽 4; (家 0) 一 ( 朴 ',D)， 
使 得 
H(zaAp = Sr A GOAT A ACA BY ACHB)YY, 
{4.3) 
特别 , 当 (4. 3) 式 中 的 4 为 微分 同 胚 时 , 称 G 和 瑟 为 同 构 的 . 称 


gE 如 sx(T) 的 下 开 折 GE alT) 是 通用 的 , 指 g 的 每 个 T 开 折 
都 可 由 G 代理 ; 称 g 的 通用 了 开 折 G 是 普通 的 , 指 其 参数 空间 的 
维 数 为 最 小 的 可 能 值 ; 称 g 的 普 适 工 开 折 的 参数 空间 的 维 数 ( 即 
参数 个 数 ) 为 的 工 余 维 数 , 记 作 codimrg. 

容易 看 出 ,TT 同 构 是 等 价 关 系 . 事实 上 ,在 了 同 构 意 义 下 普 适 
开 折 还 是 唯一 的 ( 风 下 面 定理 4. 4. 5)， 


4. 4.2 等 变 切 空间 与 等 变 普 适 开 折 定理 


定义 4. 4.4 设 多 (为 egE ,a(T) 的 单 参数 工 开 折 的 等 价 
关系 群 ( 见 C4,1))， 记 的 了 等 变 切 空间 为 


Tg {GLK A) gol (SX, ME GT)) C4. 4) 
这 里 (5, 素 ,Ag 可 视 为 从 g( 的 零 参 数 荆 开 折 ) 诱 导 的 单 参 数 
开 折 ， 
类 似 于 $ 4.2 中 关于 工 等 价 要 道 切 空间 了 Cg,P) 和 工 等 变 限 
制 切 空间 RTg,D) 的 作法 ,可 知 
TigT)={Sg+ (dg)X+ ga 
SE ETI KE SAT) ,AE EL,). (4. 5) 
利用 下 等 变 切 空间 ,我们 可 以 研究 工 开 折 的 普 适 性 . 
设 GE Bt 了 TI) 是 gE (TT) 的 参数 通用 荆 开 折 . 对 于 仁 


意 pE ,alT) ;由 于 g++sp 为 g 的 单 参数 荆 开 折 ,因而 g 十 tp 可 


二 4 + 


由 避 代理 , 即 存 在 (S; 下 ,人 所 吕 (T) 及 C” 茜 A: (及,0)-> (Rt,0) 梗 
BCTyA) +t 熙 [ AL 一 SCOTAEIGCOR CLT AE) AML A ), 
在 上 一 0 处 对 * 求 导 得 
(一 六 (人 有 十 【3 次 Ch, D0) 


十 BCxsA)。 让 (4,0) 十 | + A(O), 
这 说 明 
FsAT)—T(g,T) TR { 芝 | .… , 守 J 4.6) 
下 面 定理 指出 (4. 6) 是 G 为 g 的 通用 F 开 折 的 充分 必要 条 件 . 
定理 4. 4. 2 ‘等 变 普 适 开 折 定理 〉 谈 紧 Lie 群 IT 作用 在 V 
上 ,GE 如 is(T) 是 gE alT) 的 上 参数 工 开 折 , 则 G 为 通用 约 
工 开 折 当 上 且 仅 妆 (4.63 直 成立 而且 ,为 普兰 工 开 折 当 且 亿 当 人 4. 
6) 为 如 .iT?7 的 直 和 分 解 ， 
本 定理 的 证 明 在 人 34. 5 中 给 出 ， 
注 4. 4. 3(a) 称 满足 (4. 67 的 工 开 析 C 是 无 穷 小 通用 的 ,因而 
上 述 定 理 指 出 ,PP 开 折 的 无 穷 小 通用 性 与 通用 性 等 价 . 
(b) 由 上 述 定理 知 
codimrg = codim Tf{e,T). 
推论 4. 4.4 设 gE 加 ,a(T) 的 荆 余 维 有 限 ,下 为 TCg,T) 必 


加.T) 的 补 空间 , 即 攻 AT)=T(g 的 W, 车 priE 人 
是 
GCCzhya) 一 有 (zh) 十 之 /用 (Cr (4,7) 


1=1 


是 g 的 普 适 工 开 折 . 口 
下 面 的 结论 还 指出 普 适 开 折 (在 工 同 构 意 义 下 ?的 唯一 性 . 
定理 4.4.5 8& 的 两 个 通用 工 开 折 CCzyhyal 和 五 (zh B) 为 

工 间 构 的 充 要 计件 是 它们 县 有 个 数 相 同 的 开 折 参数 ， 

本 是 理 的 证 明 也 将 在 34. 5 中 给 出 ， 
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4 4.3 普 适 开 折 的 计算 


由 (4.7) 知 ,对 工 余 维 有 限 的 gE @ -CT),g 的 普 适 开 折 的 计 

算 最 终归 结 为 求 TIg8, 及 其 补 空间 的 一 组 基 . 将 工 等 变 切 空间 
TCg:T) 的 计算 公式 (4.5) 与 公式 (2.2) 作 比较 ,可 得 

TilgsT) = RTCgT) + CGdg) * Fix(TY) + {gi}, (4.8a) 

TlgsT) = Tig,T) + (dg) * Fix(T) + Rigi}. (4.8b) 


特别 是 , 若 Fix (T) = (0}, 由 命题 3.4. 1 知 8 4(T) 一 .Hs 
(T) ,因而 (4. 8) 公 式 中 的 (dg)Fix(T) 已 包含 在 前 一 项 中 ,可 略 去 ， 
而 汶 
Tig:IY=—=RTg TT) {a 
=~T(g,T) -Ri{gi). C4. 9) 


下 面 的 命题 4. 4. 6 给 出 gE GT 具有 有 痕 工 余 维 的 条 件 . 


命题 4. 4.6 设 gE 内 .IT). 则 codim RTCE:,T)<co 当 有 人 奴 
当 codim 工 (8 下)<<co- 口 
我 们 不 证 明 命 题 4. 4.6, 只 是 指出 ,者 RTlg,T) 余 维 有 了 有限, 则 
显然 有 Ttg;T) 余 维 有 限 , 事 实 上 ,下 面 的 计算 也 只 用 到 这 个 结 
论 ， 
据 命 题 4. 4. 6, 对 余 维 有 限 的 限制 切 空 间 存 在 ,使 (4. 8) 式 中 
的 叱 18 小 可 用 要 18148 ,18 小 代 等. 
例 4. 4.7 对 山顶 分 贫 ， 考虑 g(x,y 和 二 (x 一 十 4A, 27TY), 
Tr" 一 1 作用 在 民 : 上 ,由 (4. 8) 式 ,并 利用 例 4, 3. 8 的 结果 ,不 难得 到 
Ttg,1) = CA? 十 NW) Bo DB REC ys (一 yz)， 01,0)) 
因而 Tlg,1) 的 补 空间 为 及 {Cr,0) ,ys0),《0,1)1, 这 宕 明 g 的 对 
维 数 为 3, 而 且 其 g 的 普 适 开 扣 为 
| Gtr yr = Cr 二 yy 二 a ). 
类 似 她 可 得 关 一 (十 天 一 由 1 三 1 的 普通 开 折 为 
= (十 各 十 2909y 十 ma 一 4 十 2 十 as). 
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我 们 已 在 $ 2.6 中 讨论 过 工 = 忆 作用 在 在 六 = 了 及 上 的 普 适 开 
折 问 题 , 下 面 指出 一 种 类 似 情形 . 
例 4.4.8 设 T=O(2) (标准 }) 必 用 在 VY = 上 ,w= 二 zz. 对 于 
OQ(2) 等 变 分 使 间 题 
glzsA) 一 pusA)z, 
其 中 pC0,0)==0. 利用 例 4.2, 8 及 (4. 8) 式 可 知 其 切 空间 为 
Tig,O02)) = {pup,) {z}. (4.10) 
由 于 54. 10) 与 $2.5 中 关于 等 变 分 侈 问题 的 切 空间 C5. 10) 在 形 
式 上 的 一 致 性 ,g 的 普 适 开 折 也 有 与 82. 6 中 相 类 似 的 结果 , 比如 ， 
设 吕 fj 一 (aa 十 到 Ja 一 | 5 一 1 由 (4. 10)， 
TRO 一 Gt {2} + RIz)} = Gf{z}) 一 人 (002))， 
这 说 明 上 的 OQ(2) 余 维 数 为 0, 其 QC(2) 等 变 普 适 开 折 即 为 其 自身 ， 
例 4. 4.9 对 T= 二 PDs,V 一 CC 一 展 y 设 gg 二 p,qgE OD;) 如 例 4. 3. 
3 所 给 出 , 即 pp 和 g 潢 足 (3.13 和 3.15), 则 易 见 
TDS) = RTODS) + Bh) = LA, + [LS,0] = 4 (DD,) 
因而 codimo.=0, 的 DD, 等 变 普 适 开 折 为 上 自身. 0D 
注 4. 4. 10 运用 等 变 分 命理 论 , 我 们 可 以 对 (标准 作用 于 民 " 
的 3O(n) 等 变 分 倪 问 题 进 行 分 类 ,而 得 到 类 似 于 第 二 章 中 定理 
2. 6. 1 和 2. 6. 6 的 结果 (参见 [WTW]) ,进而 ,还 可 建立 起 不 同 的 等 
变 系 统 之 网 的 同 构 关 系 ( 移 见 L[WWT])， 


4.4.4 普 过 开 折 的 识别 
由 定理 4. 于 2 全 后 如 .uv(T) 是 ge 史 .,(T) 的 通用 FE 开 折 的 

充 要 条 件 是 (4. 6)? 式 成 立 ， 即 
ST) = TOgT) 十 了 | 区 有 要 ) 


但 上 述 条 件 中 TCg ,TT) 的 形式 一 般 比 较 复 杂 ; 从 而 导致 lg, 卫 ) 的 
补 空间 的 计算 是 比较 困难 的 ,我 们 将 设法 用 与 g( 强 )T 等 价 的 某 
个 正规 形 来 代替 上 面 等 式 中 的 #, 由 此 可 得 到 GG 是 & 的 通用 下 
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开 折 的 条 件 ， 由 于 通常 是 多 项 式 , 相 应 的 计算 要 容易 一 些 , 首先 
我 们 指出 

定理 4. 4. 11 设 g,hE G(T) 为 工 等 价 ,g 一 hh, 中 一 (S,， 
A)E EAT). 则 

(a) 对 丹 的 通用 ( 普 适 并 开 折 HE $e(T)， 

GxsAsa) = SC A HX ND ,AC ,a) 

是 g 的 通用 ( 普 活 )T 开 折 ， 

(by Tig 一 TOA); 且 Tig,T) 与 T(h,T) 线 性 同 构 ， 

‘ey Ttr 工 (如 ,一 [tr Th ,LI); 

(Cd) 着 grh, 即 古 EEBF0T) , 则 ltrT(R DT 一 Itr TCg,T). 


证 明 (a) 易 见 GE 2 ,slT[) 是 g 的 TT 开 折 . 设 GE@,as 
(T) 是 gg 的 TT 开 折 , 并 记名 -= (05,,X ,ADE 统 T)， 则 
Hr aA 有) = ST AG CX TAY, A CA) ,HP) 
是 年 "g=h 的 TT 开 折 ,从 而 可 由 通用 三 开 折 五 代理 ， 
Hi(ryAp) = SAT A PIH COR, Cr AA) ,AA BY) ,ACHY), 
其 中 (Si, 四,,A) 所 吕 (TI) (参见 (4.1) 式 ) ,日 400) 一 0. 于 紫 
G(r A PB) 一 Sr 五 (和 (zh A .PY 
= Sx, A PGK CT, AP) 4:B) AC ), 
其 中 方程 
CD = CAA , HY), 
K(x A PB) = KIRAKNCT ND A DB) Ad B))， 
Str Ad) = SC 风光 天 【AT ACA) BIS CR CR CLAY, 
ACD BY, ACACA) BY). 
不 难 验 证 (SA ES CT) ,因而 操 直 人 代理, 可见 是 有 的 
通用 工 开 折 . 特别 , 当 坪 普 适 时 G 是 普 适 的 ， 
by》 仍 记 末 - 一 (3S 4)， 设 户 ETICgT). 则 有 8 一 的 


单 参数 了 开 折 GE 2 .TT) 使 
Gr aAt) = SolTdst IALR TAL) A CAL)), 
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其 中 (CS,, 久 ;AE 史 (T) ;而 p= G(x, ht) ,6. 于 是 ,由 于 二 
多 'g, 有 
G1ip = S,(z,A) FGA N ,A CD 2) |), 


E Th,T). 
故 T(EBh, 丰 CBTGh,T). 类 似 有 
TO TY = TED, TY) CT BT Bh, T), 
因此 T(Bh, TT) SBT, T). 
Ce) 我 们 有 
ltr TgsT) = Itr TOCBh,TY = HrBTO,T) = Itr Th ,TD), 
最 后 一 个 守 式 是 因为 集合 在 四 作用 下 ,其 最 大 内 玖 理想 不 变 
_(d) 车 更 E 纹 DT) , 则 类 似 于 (c)， 
Itr,T Cg,T) = Itr BTOh,T) 
= Ttr, TOh,T). 0 
当 codimrg<co 时 ,有 上 尝 1 使 ALT)CT(g,T) ,因而 
ACAT) CItr TOgst) = Itr TT) CTO,T), 
且 codimrh 二 codimrg 之 oo, 记 (trT(h,TD)+ 为 由 深 数 < 之 的 等 变 
多 项 式 贞 射 组 成 的 ItrT(h ,TT)) 的 补 空间 ， 
Vi= Tg) NN (tr TOh,TY)+, 
J (TP) (tr 工作 ,T))L 为 对 应 于 分 解 
ET) = Itr TT) D dtr TTY) 
的 投射 ,因而 有 
定理 4. 4.12 8g 红 @ CT) 的 不 参数 工 开 折 GE ,is(T) 为 
通用 械 开 折 的 充 要 条 件 是 
(Itr TAT)L= V+ RIT. | … 由 下 


其 中 hrg. 
第 二 章 中 曾 用 这 一 小 节 的 推论 得 到 单 变 量 分 兮 普 适 开 折 的 识 
别 问题 的 解 ， 对 于 一 般 的 识别 问题 的 解 这 里 就 不 多 提 了 , 此 外 ,第 
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二 章 曾 提 到 过 的 持久 性 理论 在 等 变 情形 下 也 有 相应 的 结果 ,这 里 
也 不 提 了 . 可 参看 ,如 [FGeJ. 


§ 4. 5 等 变 普 适 开 折 定理 的 证 明 


在 这 一 节 中 我 们 证 明 § 4 4 中 关于 等 变 普 适 开 折 的 重要 定理 ， 


即 定理 4. 4. 2 和 4. 4. 5. 首先 我 们 介绍 在 前 一 个 定理 的 证 明 中 要 用 
到 的 等 变 预 备 定理 , 它 是 $ 1.4 中 的 Malgrange 预备 定理 的 推广 . 


4.5.1 等 变 祯 备 定理 


设 紧 Lie 群 5 作 用 在 有 限 维 空间 V 和 W 上 ,gp :CV,0) 一 (W,， 
0) 是 工 是 等 变 的 映射 菠 ,y 一 p (Cz). 则 由 (站 一 fg ,AEB,, 纵 
出 环 同 态 9 :ET) 一 ET) 下面 的 定理 是 经 典 的 Malgrange 预 
备 定理 (定理 1. 4. 10) 在 等 变 问 题 中 的 推广 . 

定理 4. 5. 1 (等 恋 的 Malgrange 预备 定理 ) 设 N 是 有 限 生 成 
的 才 .(T) 模 . 则 NC 通过 gp ) 作 为 By(T) 横 是 有 限 生 成 的 当 且 仅 当 

dim(N/p A (ATIN)} < co 
而 且 , 车 zy… ,rns 是 N/g 2ATON 的 一 组 基 , 其 中 ;:N 一 N/ 
有 TDON 是 自然 投射 , 则 由， 在 环宇 (7 上 生成 区， 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 充分 性 的 证 明 只 需 证 本 定理 中 的 后 
一 半 结 论 , 为 此 , 设 训 ,…',mEN 使 za ,… ,mm 是 Nig :Ww,(T}N 
的 一 组 基 . 

设 齐 次 多 项 式 TI Ts 和 TE 分 别 是 -| ,LP) 
的 Hilbert 基 . 令 

pv:VY — RR’, pvr) = Cu tr) UIT)), 
Pw: WR Awly) = Cty) Cy)). 
由 Schwarz 定理 (定理 3. 5.2), 存 在 C” 晴 数 光 : 民 一 民 !' 使 
ppv 一 pwY, 多 CO) = 0, 
并 目 p3 友 ,=AT)， 故 
PAATON ~— phy AN = py AN. 
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由 dim N/g HTIN 过 oo 知 dim N/pyV" AN 过 coo. 由 
Nalgrange 预备 定理 知 ， N (通过 a } 作 为 Fy, 模 由 天 |] 了 ”” ”了 了 生 
成 ,这 表明 N({( 通 过 和 作为 过 ,<T} 模 由 PH 7 生成 ， 全 


4.5.2 等 变 普 适 开 折 定理 的 证 明 


由 8 4.4. 2 中 分 析 知 ,只 需 证 明定 理 4. 4. 2 前 一 个 结论 的 充分 
性 部 分 ,该 定理 后 一 结论 也 可 从 前 一 个 直接 推 得 . 
设 gE ECI) 的 天 参数 工 开 折 GE 加. 满足 (4.6) 式 , 即 
BATY = TgsT) 十 及 [| [和 |， (5.1) 
其 中 根据 切 空间 的 定义 
Tam) = {Sg + (dayX + gAlSE .aT), 
XE uall) AE 2,), (5. 2) 
这 里 dg 仍 为 g 关于 zz 的 导数 . 我们 将 利用 下 面 的 约 化 引 理 来 证 
明 避 是 通用 的 . 
引 理 4.5.2 说 六 的 点 的 参数 工 开 折扣 满足 (5.1). 车 硬 ; 《人 R" 
xX 及 X 开 XX 也 ,0) 一 Rr" 为 G 的 具有 参数 z 的 单 参数 开 折 ， 


Er, A a0) 一 (TA) 和 《5。 3) 


则 二 可 由 GG 代理 ， 
证 明 由 于 gg 有 有 限 T 工 余 维 ,存在 s 污 0, 使 得 (5.2) 可 写成 
TUgT) = {Sg + (dg IXIS E ST XE ii) 
十 Riga, dg ,A ga). 
设 PE 如 culT), 由 (5.1) 知 在 a 二 0,u=0 处 ,P 可 表 成 
Pir AD0) = SrA)g + (dg X(T, 4) 
+ gM 十 DG Cz,4,0)é, 
土 式 A( 和 ) 是 关于 4 的 次 数 小 于 ;的 多 项 式 ,ER, 命 
Or Ad nu) 一 PlryA ou) 一 [SECr, A CaB) A ir, A) 
+ BA + DBET. 
则 QCz;4,0,0) 二 0. 这 说 明了 可 表 成 


» ] 了 和 三 = 


Plr A du) 二 (车 ;机 者 十 CadD) X(tr,A) 十 号 ALA) 
FDBEt [upo lz A e320) + Bap (x, Aaa)]. C5. 4) 
取 有 限 生 成 ,an 了 ) 模 


N= @0 TI/ {Sx A a ®, (dB KX, Cr ha a)}, 


其 中 {5,} 和 {XX;} 分 别 是 他 ,cstT) 和 ,4.6s(T) 的 生成 元 , 设 
Jj:R" XRXYRXR— RXR, ger,ianu) = (asu), 
并 记名 = 二 55/90 1 委 j 妥 有 及 由 一 和 1 本 1 委 is (5.4) 式 表明 
{ 由 :从 + 是 NA -AN 的 一 组 生成 元 . 由 定理 4.5. 1 知 N( 通 


过 ) 作 为 2 和 模 由 {gp ,… ,Gi,} 生 成 ,因此 存在 SE 如 (FT)， 
8E Sa 了) ,4 的 多 项 式 AE 及 了 E21<CiS<h, 使 

Pzhvasa) = SB + (dD)Y+ DAT TF, (5,5) 
这 里 上 = (ZZ,,…,P). 特别 , 取 呈 = 一 守 , 得 到 相应 的 S, 禄 ,4,， 
即 有 


玫 十 3 十 (d@) 各 十 9 站 十 25 一 0 《5, 和) 
考虑 (zhayt 空 间 中 的 方程 
工 一 完 (zrhyastyy 4 和 CAG), 
a= Lau),#=1. (5.7) 


设 了 (一 (rshtvattysatty) 为 方程 65.7)? 满 足 了 (0) 一 (zh 
aa 的 解 . 则 zt 一 # 十 z 日 YC 一 弛 可 表示 为 
YO w= CR(OTyA a A on Aa ,0) 
的 形式 ,由 方程 (5.77 解 的 唯一 性 易 知 和 关于 工 为 工 等 变 . 
由 (5. 5) 式 及 忆 二 一 让 /a4 可 见 盏 满足 


z A gy)) =— SCYOVGYH)). (5.8) 


设 Z(x,Aeyuwt) 为 线性 方程 组 
=— HOY) 
的 基本 矩阵, 使 Z(x,Aaya,0) 二 7T,， 山王 (Y (072)) 作 为 方程 (5. 8) 的 
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解 应 满足 
BY = Zr A dB rAd). 
仙 SCzhyayz) 一 (Zrhasay -at !， 由 于 人 (x,A,ayw} 是 关于 
的 等 变 和 矩阵 值 映射 ,不 难 推 知 Z, 因而 5S 具有 同样 性 质 ,我 
们 有 
Ptr A na) 

=S(tr A a 人 BY (Ou)) 

=SCrA a uIP A a nu AA a ni Ala, wu) ,0) 

=SCr, MamGX Cr a) AC asn) ,ACa,u) ), 
这 表明 盏 可 由 G 代理 . 品 

定理 4. 4. 2 的 证 明 设 吉 是 & 的 一 个 参数 信和 开 折 ,PE€ 廊 ， 
且 设 的 站 参数 开 折 G 满足 (5. 1) 式 ， 如 本 小 节 开 头 所 说 ,只 要 证 
亿 豆 可 由 尼 找 理 . 令 

G(r A a ,By = 
Gra 十 HirsA Bs p00 0) — glx,d), 

1 夺 j<L. 易 见 C 是 gs 的 全 十 门 参 数 工 开 折 , 且 关 于 这 些 参 教 满足 
《5. 1) 式 . 作 久 二 G. 对 于 六 1 志 FE 由 于 G 是 GG-; 的 单 参数 蔗 开 
折 , 按 引 理 4. 5,2,G) 可 出 Gj 代理 ,j= 二 1 习 因 而 Gi 可 由 避 代 
理 , 进而 昌 (z ;4 让 二 Gi(z14,0,B) 可 由 局 代理 ,这 表明 GG 是 通用 
P 开 折 . 吕 


4 5.3 普 适 开 折 的 唯一 性 


最 后 我 们 来 验证 定理 4. 4,.5 指 出 的 , 在 了 工 同 构 意 浆 下 普天 开 
折 的 唯一 性 问题 ,这 里 了 同 构 的 概念 见 定 义 4. 4. 3， 

定理 4. 4. 5 的 证 明 ”该 定理 是 说 , g 的 两 个 通用 工 开 折 Ctz， 
Ma 和 五 (zipD) 为 工 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 具有 个 数 相 同 的 开 
折 参 数 . 必要 性 是 显然 的 ,下 证 充分 性 ， 

设 g 的 通用 研 开 折 避 和 玉 的 开 折 参数 都 有 上 上 个 ,a€ERR ,而 gg 
的 工 余 维 数 为 i. 首先 考虑 下 一 情形 , 天 6 通用 : 互 可 由 GG 代理， 

Hilzsda) 一 号 (GCT ya AA 0a) Ate) ), 
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这 里 SE (TT) ,XE ,eT). 这 时 
KCrsdso) = Grd A(a)) = A Gr, Nh, 0) 


i 
aK /da | ,0 一 Ey 


古 一 冲 


由 定理 4.4. 2 及 一 codimrg 知 18KK/901so) 和 和 13G/9a|:_,} 都 是 下 
《8 ,ID 的 补 空间 的 基 , 因 而 zx 矩阵 (d475=(adi/aw)|l 可 道 ,4 
是 5 局部) 微分 同 有 是 ,这 了 培 明 , 互 与 G 为 工 同 构 . 

对 一 般 情 形 , 设 工 是 ! 参数 普 适 开 折 ,7 二 codimrg;G 仍 为 上 
( 实 站 参数 通用 开 折 . 由 代理 G 知 

人 【下 人 一 STAALCNR ET AA AAA a, AC)Y), 

这 时 rank (dA4)0 一 14A;: 民 一 有 是 浸没 ,而 GCrsAa) 与 Ltzx,AA 
C0) 二 A'L(ryA0) 为 了 了 同 构 ， 同 理 ,; 玉 与 B* 工 为 荆 同 构 , 这 里 
BB: 民 一 民 ' 是 浸没 . 下降 函数 定理 可 推 知 , 存 在 微分 同 胚 5: 联 一 可: 
使 吾 。，cz 一 4 ,因而 4" 工 与 号 工 汶 卫 同 构 . 口 

注 4. 5. 3(a》 任意 两 个 普通 开 折 是 工 同 构 的 ， 

(b) ”每 个 通用 开 折 都 可 视 为 普 适 开 折 附加 了 收 参 数 ， 确切 
地 说 , 设 上 当 是 i 参数 通用 T 开 折 ,G 是 (4 参数 ) 普 适 荆 开 折 ,车 A: 
民 一 RR* 是 投射 ,; 则 五 与 4"G 为 辣 构 . 


习 题 四 


4.1 设 紧 Lie 群 下 作用 在 空间 VY 上 ,-4As(T) 为 如 -ax(T) 中 


将 原点 映 为 原点 的 蔗 体 的 全 体 . 证 明 -Ks(T) 和 alT) 均 为 有 
限 生成 的 GCT) 模 . 
4.2 设 平凡 群 1 作用 在 RR" 上 . 
(a) 证 明 加 .的 每 个 强 内 荀 理想 是 内 蕴 的 ,并 且 在 有 有 限 余 
维 时 可 表 成 
| A A MDE 十 + A AY 
的 形式 ,这 里 .={f EB f(t0)==0}. 
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Cb) 证 明 如 .的 强 内 蔓 子 模 声 是 内 蕴 的 ,并 且 可 表 成 丘 -. 史 


& 的 形式 ,这 里 .2 是 内 昔 理 想 . 

4. 3 直接 证 明 第 二 章 中 的 定理 2. 1. 6 和 2. 3. 2. 

4.4 设 了 一 Di2) 作 用 在 C 上 . 利用 例 4. 2. 3 的 结果 ,对 于 
(2) 余 维 数 委 4 的 OC(2) 等 变 的 初等 分 合 问 题 建立 与 32.6 相 应 的 分 
类 定理 . 

4.5 设 D; 等 变 分 侈 的 正规 形 为 

中) ~— Cen 十 gE2A)z 一 《El 十 Mt ) 和 2 
其 中 5 二 土 1,1 二 1,2,3,m 隆 0- 求 g 的 识别 问题 和 普 适 开 折 的 解 . 
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第 五 章 ” 向量 场 的 局 部 分 色 理 论 方法 


上 一 音 介 绍 的 是 静态 分 贫 ， 本 章 起 进入 关于 徽 分 方程 的 动态 
问题 和 的 讨论 ，3 5.1 和 8 5. 2 通过 Liapunov-Schmidt 简约 把 演化 方 
程 的 简单 分 使 和 回 量 场 的 Hopf 分 岔 问题 分 别 化 成 第 二 章 中 介绍 
过 的 单 变量 分 俩 和 Z, 等 变 分 贫 问 题 . 为 研究 Hopf 分 合 局 期 解 的 
稳定 性 , §$ 5. 3 引进 Floquet 理论 ， 对 于 一 稻 的 向 量 场 的 局 部 分 命 
问题 , 常 可 通过 中 心 流 形 和 Birkhoff 正规 形 理论 方法 把 它们 简约 
成 维 数 较 低 的 正规 形式 来 研究 ,对 此 , $ 5. 4 于 以 介绍 . 最 后 ， 
§ 5. 5 介绍 Hopf 和 定 态 这 两 种 不 同 模 态 的 相互 作用 的 癌 题 . 本 章 
的 一 些 结果 对 下 一 童 是 有 用 的 . 


§ 5- 1 简单 分 命 


我 们 已 在 $1.3 中 寺 到 过 有 限 维 罕 间 的 简单 分 分 向 题 ,， 其 特 
点 是 在 系统 的 分 例 点 处 线性 化 算 子 的 零 空间 维 数 和 值 空间 余 维 数 
都 为 1 本 节 考 虑 一 般 演化 方程 的 简单 分 岔 , 通过 Liapunov- 
Schmidt 简约 把 这 类 分 合 癌 题 化 成 单 变量 分 刍 方 程 ， 并 特别 对 其 
稳定 性 进行 讨论 . 


5. 1.1 简单 分 分 的 Liapunaov-Schmidt 简约 


考 感 方程 


区 
z= Qa), 《1.102 


其 中 下 : 他 X 取 ”一 留 为 充分 光 清 ， 且 和 多 为 适当 的 Hilbert 
空间 CC 在 参数 组 Ho— (uo ds ***, 避 ) 中 我 们 取 oo 一刀 为 分 
岔 参数 w 一 (am,…&) 为 附加 参数 . 设 


时 181 时 


F(O, a) 兰 0, .1.2) 
并 记忆 在 (zye) 处 关于 z& 的 导数 A(lw, a) 二 (dF 及 A 二 A00， 
0)， 还 设 4 为 具有 零 指 标的 Fredholm 算 子 . 

为 考虑 演化 方程 41. 1) 的 简单 分 侈 ,我 们 假定 

《S1》A 有 一 孤立 的 单 本 征 值 0, 且 有 的 其 余 本 征 值 实 部 均 非 
堆 ， 

这 里 , 0 为 4 的 单 本 征 值 是 指 dim-Y (4 一 1， 一 1，2，…， 
而 0 是 孤立 的 指 0 为 其 一 个 邻 域 中 唯一 的 本 征 信 . 下 面 通过 
Liapunov-Schmidt 简约 把 筷 . 1 化 成 分 委 方 程 来 讨论 ， 

由 于 4 满足 tS1), 我 们 可 以 假定 在 有 X 开 :的 原点 附近 
Atxs ol 有 一 单 本 征 慎 ytws el， 使 PC0，0) 一 0， 而 Atw, 的 的 其 
余 本 征 值 实 部 均 不 为 零 . 并 且 , 由 于 我 们 仅 考虑 平衡 解 的 分 岔 ， 
只 需 讨 论 上 映射 下 的 零点 集 ， 

先 对 空间 受 作 分 解 . 设 4 的 伴随 算 子 为 A ， 零 空间 CA) 
和 A 人 CA" ) 分 别 由 ceo 和 en 张 成 ， 

-AAA 一 Spanteo， -Ya 一 sbanfed }, 
且 |llesl 王 1 一 上 ee 小 我 们 指出 eo 亿 更 CA). 因 车 soE€ 统 (A), 则 存在 
ww 世人 柄 Arw 一 zo0 壮 9, 而 Aw 二 0 这 说 上 明 dim-A 人 (0A?) 宇 2, 与 0 为 
吧 的 单 本 征 值 矛盾 . 于 是 ‘eo， e6 和 拓 0. 适当 取 Cos Eo 可 俩 teo， en > 
>>0,， 同时 有 分 解 
=A DHA DYDD, B= RD BARA ), (1,3) 

作 多 到 .ACA*) 上 的 投射 已 ， 

Pu = (vy, er Yer, <]. 4) 
并 记忆 二 I 一 2. 网 通过 和 1 3 中 引进 的 Liapunov-Schmidt 简约 可 
把 方程 了 F(x，eQ) 二 9 化 成 分 命 方程 


PF(lres 十 Wir, a), a) = 0, C1.5) 
其 中 喘 射 妈 : 区 X 肛 "一 各 CA*' ) 由 下 式 据 隐 函数 定理 确定 
Freo + Wix, aa 一 0. 1. 67 


记 
BC， 0) = Plxes tt Whr, oD), 0, es). {1.7) 
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由 人 1.3 中 的 结果 知 g: 有限 X 民 "一 恨 满足 
g(0, 0) = 0, g.(0, 0) = 0， (1.8) 
并 可 得 到 下 面 的 结果 . 
定理 5. 1 1( 简 单 分 全) 设 方程 (1. 1) 满 足 (1.2), 且 FF 的 线 
性 化 算 子 = 二 {do.o 满 是 条 忻 (S1)， 则 存在 光滑 通 数 罗 : 际 光 了 仅 *#+1 
一 农 满足 (1,8)， 且 使 得 方程 


县 《人 y 好] 一 (1.9) 
在 原点 附近 的 每 个 解 (z，4) 与 方程 (1, 1) 在 原点 附近 的 平衡 解 (2， 
4 一 一 对 点 . 口 


注 5.1.2 利用 (1.6),(1.7) 式 及 § 1.3 中 的 结果 可 以 从 上 映 
射 下 得 到 站 数 g 在 原点 附近 的 Taylor 展 式 . 不 妨 设 a 二 XE 恨 , 且 
记 工 一 QA4| 信 (4 站) 及 FO 一 Au 十 ha, 和 ). 则 据 §$1.3 中 的 公式 
(3. 15) ;由 (1.7 了 ) 给 出 的 gg 在 C0,0) 处 应 满足 (1.8) 及 


gir = dh(leoyeo) ,er }, (1. 10a) 

Brrr 一 《一 Bdh(lenL Md (eo ,es)) 
十 hl(en erse0) er 》， (ji, 10by》 
可 :一 《及 ye0 》， C1. 10c) 


可 二 一 《一 dhleo, LL Qh) + dh ten) sed» 1, 10d) 


为 讨论 方程 (1, 1) 的 稳定 性 态 ,我 们 进一步 把 条 件 (S,) 加 强 为 


(Ss 怒 有 一 孤立 的 单 本 征 值 0, 且 4 的 其 余 本 征 值 实 部 均 为 
负 . 
下 面 的 定理 指出 , 映射 g 还 可 用 来 描述 方程 1. 1) 平衡 解 的 
稳定 性 问题 . 
定理 5. 1.3 设 方程 (i. 1) 满 足 (1.2), 且 有 4 满足 条 忻 (S;)、 设 
经 Liapunov-Schmidt 简约 得 到 的 蝶 射 g 由 (1.7) 给 出 ,， 且 在 原点 
附近 g 的 零点 (zx，Q) 与 方程 (1,1) 的 平衡 解 (wa) 对 应 , 则 平衡 解 
Cu a) 当 g(r, 0 之 0 时 稳定 ， 当 glx, az0 时 不 稳定 ， 
定理 5. 1. 3 的 证 明 放 在 下 面 一 些 引 理 之 后 进行 . 


3.1.2 一 些 引 理 


引 理 5.1.4 设 原 点 附近 的 光滑 函数 由; 及 "一 民 使 (0) 二 0， 
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0%K0) 天 0 则 在 原点 附近 存在 局 部 微分 同 肪 了 ,使 zf(0) 一 0, 且 
对 y= Yr) PY) = ys 

证 明 由 Vwi0) 短 0 知 存在 使 (8/3y%) 50) 了 关 0， 经 坐标 蛮 
挽 ， 可 设 Cw/3y,) (0) 了 0， 设 轨 ; 及 "一 ~ 到 * 由 


Py) = Cy Ys BY)) 
给 定 ， 则 和 亚 (0)==0, detDEC0) 关 0, 利用 反 函 数 定 理 ( 定 理 1. 2. 5)， 
知 存在 了 ; 民 " 一 展 " 使 于 (Yty)) 二 yy， 进而 YCy)) 一 yy,. 0 


引 理 5. 1. 5 设 原点 附近 的 光滑 函数 名 :及 "，0) 一 四 使 
$0) = 0, VP) 0, V0) #0, 
且 wy 一 0 殖 通 p(y)==0. 记 aly) 二 gly) /gly)， 则 a; 联 "一 腿 为 
C”*, H sgn al0)=sgn{ WV oO0), VOCtO)). 
证 明 由 引 理 5.1.4, 可 设 YWy) 一 om 记 3 一 人 ny， Ji)， 
风 py, 0) 寺 90。 由 假设 ， ply, 0) 沁 0, 于 是 


加 __ 1 加 
的 3 一 全 3 一 瑟 了， 人 1) 一 | 4 9, ty dE 
| 车 , 
四 > Dy, (ys ty Ydt. 


1 . 
合 49)=| 并 (3 ii， 则 py) 二 a(y)g(y), 且 a:R 一 两 为 


C™”， 由 六 0) 二 at0) WVC0) 敌 aC0) 关 0， 进而 
sgn a(0) = sgn( V0), VEO)). 0 
5. 1.3 定理 5. 1. 3 的 证 明 
记 
Nra) = reo t+ Wx, aoa), 
其 中 全 为 方程 0. 6) 的 解 . 则 (zx, a) 为 &g 的 零点 当 且 仅 当 C(x， 
中 ,a 为 下 的 零点 , 或 方程 (1. 1) 的 平衡 解 . 命 z 一 人 (x,a). 回忆 下 
的 线性 化 算 子 Atw, oy 有 一 单 本 征 值 efay e)， 使 (0, 0) 一 0, 而 
4(zy a) 的 其 余 本 征 值 实 部 均 为 负 . 根据 线性 稳定 性 原理 (定理 
1.1.6)， 我 们 只 要 证 明 jw 0) 与 g(x， 中 同 号 ， 
断言 1 车 gtx: o)==0, 则 i009, 0)==0. 
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证 明 由 gg 的 表 式 (1.7), gtr oD) 二 《FC a 人, ef ); 这 
里 瓦 二 记 ,F. 故 
PEF.AN, WN, 一 0， (1, 11》 
对 (1.6) 式 关于 之 求 导 
AQF, oN = 0, 
结合 {1. 11) 式 ， 有 五 (Po 一 0、 注意 到 在 了 一 0 附近 全 关 0, 则 
1 为 FF.( 旧 ,) 的 本 征 向 量 , 而 相应 的 本 征 值 即 为 AR,o 一 0， 因 
为 FLD, 中 的 其 他 本 征 值 实 部 均 为 负 . 断言 1 得 证 . 
现在 利用 引 理 5.1. 5 来 证 明 jp 和 gz 同 导 ,为 此 ,还 需 检 验 它 
们 是 否 满 足 该 引 理 的 其 他 条 件 , 但 这 些 条 件 不 一 定 都 满足. 因 
此 , 我 们 对 原来 的 映射 下 添加 一 项 ， 命 
FX RX 全 
由 记 (w, a, 让 一 F(a ea) 十 Ba 给 定 ， 则 仍 有 (0; 0, 0) 一 4, 设 
pzy ay 月 为 E(w， a 8) 在 原点 附近 的 本 征 值 ,使 (0,0,0) =0. 
对 站 多 Liapunov-Schmidt 简约 ， 得 到 映射 
有 (res 有) = (F(z, a 8B) asB)seg ). 
断言 1 告诉 我 们 , (za, 8 一 0 列 涵 六 (D, a, 8)==0. 
断言 2 ga(0, 0, 0)>0， 0 0, 0) >0, 
证 明 利用 第 一 章 中 .3.15e) 式 , 有 
Bag 0,0,0) 一 《de — dP,le,, L-1QF,), ec », 
这 里 六 的 各 阶 导数 均 在 原点 取 值 , 因 记 C0, 0, 0) 二 0 和 de 一 
err 歧 记 .pC0,0, 0) 一 {eo, er? ) 沁 0， 另 一 方面 , 由 于 
aF(0, 0, Pe = 4e 十 Pe =— Pe,, 
8B 为 所 (0, 0，B) 的 本 征 值 , 其 本 征 向 量 为 es, 这 说 明 
kx(Q0, 0, B) 一 及 (1. 12) 
而 由 Q(zr, ay ,as BP) 一 0 及 C0, 0, 8B) 二 0, 利用 隐 函 数 定 
理 的 唯一 性 可 得 部 (0, 0, 有 二 0. 于 是 (1. 12) 式 可 写成 (91C0, 0， 
A), 0, A)=p, 可 见 引 KB 0, B) 一 1>>0.。 断 译 2 得 证 
于 是 , 利用 引 理 5. 1. 5 可 得 
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pl, + Ba) 一 ot a, BRT a P), C1. 13» 
其 中 a 为 光 消 函数 ， 旬 


et0， 0) 一 ith 0, 0) /geld, 0, 0) > 0. 


在 (1.13) 式 中 命 8=0 即 知 (2 oa, 9) 二 p00 和) 与 B(x, ay 0) 


一 gztT， ) 同 号 , 这 证 明了 定理 5. 1. 3. 亲 
5.1.4 应 用 
我 们 举例 来 说 明 本 市 理 论 的 应 用 . 
例 5, 1.6 考 虚 下 列 积分 微分 方程 在 零 解 处 的 稳定 性 与 分 使 
问题 


du /8 = (A ut 过 | Csinksing | sin2ésin27) Ca 十 ss)ay, 
(C1, 14) 
其 中 为 在 1 之 0,0&7S7， 上 连续 ,县 关 于 z 连续 可 微 的 实 函 数 ， 
0<5<1 ,将 人 (1.14) 的 右边 记 为 Pa， 则 下; 有-X 人 -> 多 ,其 中 
R= = L008). 
为 考虑 算 子 4060,4) 的 零 本 征 值 ,或 方程 
dF(Q0,MVv= A— Dv Z| Csinssiny 二 sin2tsin2mady = 0 
(1, 15) 


的 非 零 解 , 我 们 把 wv 表 成 
to TSine 十 ysin2 + mi， C1, 16) 


其 中 在 空间 
Vo= {pe Li(0,r) 于 tsinéde 一 | Esin2édé = 0} 
中 .将 (1.16) 代 入 (1. 15), 并 投射 在 空间 轧 {siné# ,sin25} 和 WY 上 ,得 


Ar 二 科 ， C1. 17ay 
(1 一 4 一 了 3 一 0， {], 17b) 
{1 一 Ai = 0。 (C1. IL7c) 


可 见 (1. 15) 有 非 零 解 的 条 件 是 4=0,1 一 5 或 1. 其 中 当 4 在 1 一 6 
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(或 1} 附 近 时 ,方程 (1. 15) 在 1 一 5( 或 1) 附 近 有 正本 征 值 ,其 零 解 总 
不 稳定 . 因而 只 须 考虑 4=0 处 的 分 备 问 题 . 
记 


Ax 一 一 下 十 2z|. (sinésinn 十 sin2ésin27)u (dy, 
) 


Fa = ha + | csinssiny 十 sin2ésin27) (uC J3dy. 


网 Ftw,D)=Auch(tausAi), 且 
NAY) = {asinfla € R}. (1. 18) 
引进 空间 
M= {ypE r? 0,7)| | ésiné — 0), 


并 记 # 一 zsine 十 本 (rrEM, 则 由 定理 5.1.3,(1.14) 的 分 允 
问题 可 简化 为 由 
ECTA) = (F(xrsiné 十 Wr,A) A), sinéy 

皆 出 的 C”" 映 射 g: 及 Xx 及 一 及 在 原点 附近 的 分 兮 问题 ,其 中 WE M 
满足 方程 

(CT PIFlrsing 十 Wx,A),A) = 0. 
利用 公式 (. 8) 和 1.10) 可 得 到 gg 在 原点 处 的 前 几 阶 导数 的 佑 
计 , 它 们 是 

8g = 8 二 f=， 

gu 二 1， 

Bisr 一 谷 | | (sinésinn 十 sin2é5in27)sintd rdé 
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于 是 ,由 $2.2 中 的 结果 知 g 等 价 于 情 梳 分 从 十 天- 
3 5.2 ”Hopf 分 盆 理 论 


我 们 曾 在 $1. 1 指出 ; 常 微 系 统 出 现 Hopf 分 贫 的 一 个 基本 条 


件 是 其 线性 化 矩阵 有 一 对 纯 虚 本 征 慎 ,这 一 节 我 们 先 对 该 类 系统 
通过 Liapunov-Schmidt 简约 化 为 Z, 等 变 的 分 贫 方 程 ,然后 讨论 其 
系数 计算 公式 . 最 后 , 我 们 还 提 一 下 稳定 性 问题 , 它 的 证 明 要 用 
到 下 一 节 的 Floguet 理论 . 


5.2.1 Hovf 定理 


考虑 一 般 的 常 微 系统 


A 
dr — /ua), ， (2.1) 


其 中 :了 R"X 民 + 一 良 * 在 原点 附近 光 少 ,满足 f(0,&) 三 0, 而 a 一 
Cy) 会 分 全 参数 2=w 和 站 实 0) 个 附加 参数 二 Cm,…， 
人 - 记 
dD0a) = A RA, =A. {2,2) 
则 C5. 2. 1) 在 a 二 0 附近 存在 Hopf 分 倪 的 一 个 必要 条 件 是 4 有 一 
对 纯 虚 本 征 值 十 各. 经 改变 时 间 尺 度 , 可 设 =1. 因而 ,我 们 假定 
(CH) 对 于 原点 附近 的 <，A。 有 一 对 复 本 征 值 oCe) 土 iw(a)， 
满足 of0) 二 0,w(0) 二 1; 
(Hs) 有 4 的 其 余 "一 2 个 本 征 值 都 不 是 :i 的 整数 倍 . 
如 果 考 虑 到 稳定 性 , 则 可 以 把 条 件 (H) 换 成 经 典 的 Hopf 定 
理 所 要 求 的 条 件 : 
(HL 4 的 其 余 = 一 2 个 本 征 值 欧 实 部 都 小 于 0- 
本 节 通 过 Liapunov-Schmidt 简约 来 证 明 , 在 条 件 CHi) 和 (CH;》 
下 , 可 把 系统 (2. 1) 的 周期 解 问题 归结 为 ZZ 等 变 的 振幅 方程 
gzwal = OFF 0, (2.3) 
”关于 二 的 解 ,这 里 
gra) = atria) rat0,0) = 0. (2. 4) 
定理 5. 2.1 设 方程 (2.1) 满 足 条 人 忻 (H1) 和 (Hs)》, 则 存在 形 如 
(2,4) 的 芽 gg:( 民 XX 了 R11,0) 一 民 , 使 得 (2. 3) 的 每 个 局 部 解 与 (2.1) 
周期 在 2x 附近 的 小 振幅 周期 解 的 执 道 一 一 对 应 ， 
我 们 下 面 将 指出 ,如果 将 定理 5. 2. 1 中 的 & 典 开 成 徐 级 数 
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BT, A) 二 Xen 十 CT 十 Cr 十 4 C2. 5) 
则 系数 Cr sis ,为 的 函数 ,其 计算 公式 则 可 通过 原 方 程 (2. 1 中 


的 系数 来 确定 . 比如 ;有 号 co(0) 一 ci(0). 因而 当 满足 条 件 

{Hs} of0)7 天 0 
时 ,由 隐 函 数 定理 可 从 振幅 方程 解 得 4 一 4(z,w ). 特别 , 当 满足 

Hi) c(t0}AE0 
时 ,2. 2? 有 唯一 的 非 零 解 ,或 者 说 ,(2. 1) 有 唯一 的 周期 解 族 , 这 就 
是 下 面 经 典 的 Hopf 定理 ， 

定理 5. 2.2C0Hepf 定理 ) 设 方程 (2.1) 中 /满足 上 述 条 件 
CH 一 Hi)， 则 (2.1) 有 (唯一 的 ) 周 期 解 族 Cwtzye) ,A, Ce)). 

定理 5. 2. 2 的 证 贿 放 在 本 节 系 数 计算 部 分 中 . 

在 下 节 我 们 还 要 通过 运用 Floquet 理论 来 建立 Hopf 分 岔 解 
的 稳定 性 判断 准则 , 即 

定理 5. 2.3 在 条 件 (Hi) 和 (H: 下 , 设 (zyo) 为 (2.1)? 的 周期 
解 , (rog) 为 2. 3) 的 相应 解 则 xz 当 gxCzre<0 时 渐 近 稳定 ， 当 
8ef oaeD0 时 不 稳定 ， 


5. 2.2 定理 5. 2. 1 的 证 明 


现在 设 了 的 线性 化 矩阵 4 满足 上 述 条 件 (Hi) 和 (Hz) ,我们 通 
过 Liapunov-Schmidt 简约 来 寻求 系统 (2.1) 相 诬 的 振幅 方程 
《2. 3)， 合 了 一 (1 十 rii， 刚 52.17 变 为 
Flausar) 三 一 (1 十 T)dejads 十 fuse) = 0. (2. 6) 
引进 空间 
Cs = (PE CR, RR) Igls tT 27) = Pls) ,Ys € RR}, 
Ci = {PE CorlF 可 微 }， 
并 分 别 取 范 数 | gl 二 max gks) | 和 上 gb 二 lig-Hilagiasl; 这 使 Co 和 
Cj 成 为 Banach 空间 . 设 映 射 
F.Ch X RT! x 限 一 CC 
由 (2,6) 给 出 ， 易 见 ,Ftwe,7T) = 二 0 的 解 对 应 于 (2.1) 的 2x/ (1 十 7) 
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周期 解 , 且 在 男 周 群 人 对 局; 的 作用 
好 一 3 一 在 ) 


下 ,下 为 仿 等 变 , 即 
FlOs ousa Tt} = Br PlwsarT yy OES. {2.7) 
Fr 在 零 解 处 的 线性 化 算 子 Lo :Ci Cpr 
Lov = F000 一 一 rs + Av. (2.8) 


为 方便 起 见 , 我 们 在 复 空间 中 处 理 , 对 空间 Cw 复 化 Cox 一 Cor 多 iCz,， 
并 引进 内 积 


{sv 一 Gam) | DC) Tas)ds, (2.90) 
易 见 它 为 全 不 塞 , :mw.8:0)= 二 《u,v) ,有 是 工 的 的 翌 算 子 为 
Livo—= Adv/ds + A'v, (2. 10) 


言 1 存在 向 量 c,zES" 使 
Ac=ic,A'd ~—— iddic~ Oc c=2=de. {2.11) 
证 明 对 于 4 和 夺 的 ( 单 ) 本 征 值 士 ; 可 取 4 和 4 的 本 征 
向 量 < 和 z 了 ,使 4c 一 fard 一 一 好， 由 于 
gd = Ae) — Ac mm 1d, 
有 dc 二 0. 只 要 证 明 ce 了 0, 适当 改变 c 和 有 a 的 尺度 使 它们 满足 
(2. 11) 中 最 后 的 等 式 , 就 可 得 到 断言 1, 车 dc==0, 则 对 于 二 的 任 
一 广义 本 征 向 量 a,C47 一 17)*a==0, 对 某 个 如 21, 当 ji 时 由 
0=— eA pc=atAm A dm pe 
可 递 推 得 (一 pyarc=0, 妈 ac=0; 当 p=i 时 ;由 4 人 = 设 及 i 为 
单项 2 一 J4,vE 它 , 故 仍 有 we 一 zd c= 二 0， 这 说 明 c 垂直 于 .47 的 所 
有 和 义 本 征 珂 量 , 于 是 < 一 0, 得 出 矛盾 ,斯 言 1 得 证 ， 
考虑 算 子 Fo 和 Li 的 零 空 间 . 对 于 满足 (2.11) 的 < 和 4, 记 
ects) ~ ee, ec*(s) ~ ed, {2, 12a) 
ws) = Rec(ts), vats) 一 Imc{s), (2. 12b) 
vs) = Rec(ts), vi (Cs) = Im cc’ (Cs), 《2 12c) 
则 易 验 证 {wy ,v2} 为 -ACLo) 的 基 , fv yw } 为 AC ) 的 基 , 且 将 
《2,12) 代 入 内 积 (2. 9) ,有 
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1 
攻守 风光 一 一 他 Tc 和 
2 7 《2. 13) 


CO ey 一 《Vi 一人， js 二 1,2, 
断言 2 ”存在 不 变 分 解 
Csr = -ACE BRL) 和 CC = .Co BW, 
其 中 
3 一 和 和 Co 一 0 一 12) = Ch A +. 
证 明 ”上 先 来 验证 
AL) NM Rn) 一 10)， 《2. 14) 

车 vv 属于 (2.14) 的 左边 , 记 v==aw 十 BosEAAL6). 利用 Fredholm 
择 一 律 (参见 $1.3), 物 (0) 二 NCL)+, 有 (v0 ) 一 0,j 二 1;2. 利 
用 (C2.13) 得 a 二 8 二 0, 这 验证 了 了 (2.14) 式 . 于 是 ,由 于 怀 是 具有 零 
指标 的 Fredhobn 算 子 ,codim 人 R(L0) 二 dim (Do) 二 2, 由 (2,14) 
即 可 得 断言 2. 

作 Ca: 一统 CLoO) 狼 AL0) 到 YL,) 上 的 投射 


Pv = {vv Yo Cov Ys, C2, 15) 
并 命 所 =P 一 J， 则 通过 Liapunor-Schmidt 简约 ,可 把 系统 (2, 6) 的 
分 使 解 归 结 为 求 下 面 的 分 命 方程 的 解 
B= PFCro TT yw 二 wiry yur) AT) = 0, (C2,16) 
其 中 ,yy€E 转 ,而 wE% 由 方程 


QF(ro 十 ys t+ wr ya Tr) = 0 《2. 17) 
据 隐 函数 定理 唯一 确定 . 
由 (02.15); 更 可 写成 呈 =hiw 十 hws ;其 中 
RT VatT) = (Fv ) 


= (一 十 D 学 十 了 fu) or) C2. 18) 


7 二 1;2; 而 | 
u 一 TU 二 ys 二 yr) = Nr yerT). (2.19) 
断言 3 太一 (Ri 可 写成 下 列 形式 


十 GCCxz: 十 en 一 中 (2, 20) 


k= pr 十 如 ,az)| 一 
J 
= 4191 = 


证 明 ” 记 = 一 z 十 你 , 刚 由 (2. 12)， 
Am 十 yvz 一 3 (ze 十 ze) = v2), 
进而 
0d. CE 一 = Us -一 0) 


二 Ce ee 十 eree "cy 


= 于 (人 ec 了 《8 2) et) 


= Ud 5), : 
对 于 zo? 十 ?ww 也 有 类 似 情 形 . 据 定理 4. 1.2,8 的 作用 与 鲁 交 换 . 
于 是 由 例 3. 5. 9(b) 中 的 绪 果 知 严 具有 (2. 20) 形 式 ， 新 言 3 得 证 . 
念 zx 十 纪 一 ro， 则 重 王 0 等 价 于 : 或 者 * 一 0， 或 者 
pr aT) = qr ao) — 0. (2, 21 》 
注意 到 
RTOraTt) = pr a TT, hr OT) 一 (Ti 


及 Liapunov-Schmidt 简约 式 ， 即 定理 4.1, 2 的 结果 , 有 


pp(0.0,0) = 0, g(t0,0;0)} = 0. (2, 22) 
另 一 方面 ,对 c(5) 二 v1(3) 十 iwz(s) ,有 dels) /ds 一 ets), 出 
dv ids =— vr, dvds = th (2. 23) 
由 (2.15),(2.16) 和 (2.23) 式 
B,(0,0,0,7) 一 一 Pr dv /ds = ro (2. 24) 
再 利用 (2. 17) 式 可 得 
pO = 0 gr(0,0,7) =— 1, (2. 25) 


由 隐 蚂 数 定 理 ,g(t 广 ,a,7T) 一 0 在 (0) 一 0,0) 附近 有 解 = 二 T(x ， 
ay， 使 


grayayrfrayo) 0 (2. 26) 
将 r=rCr?,o) 代 入 式 得 四 
ar ,oa) == pir ost sa)). (C2. 27) 


故 (2. 21) 式 等 价 于 振 横 方程 


"02. 


Etr yd) 一 atr a = 0， 
从 而 定理 5, 2. 1 得 证 . 口 


s.2.3 系数 的 计算 


这 一 小 节 我 们 给 出 Hopf 分 倪 振 幅 方 程 展 式 (2.5) 的 前 几 珊 系 
数 计 算 公 式 ,同时 也 给 出 定理 5, 2, 2 的 证 明 , 这 其 中 要 用 到 定理 
5. 2. 1 证 明 中 的 某 些 公式 ， 
只 需 考 虑 a 二 4E 民 情形. 记 xz 二 x， 
ACsA) 一 Dan TZ dA) 二 Br, 
疡 (zhr) 一 PD pndri, qzdt) 一 Dgnedr, 
(C2. 28) 
由 《2.22) 和 (2. 25) 知 
pow = 0, go0 一 一 全 Lo Ol 2s 
类 似 有 
Par = 0= gons t= 1,20, 
因而 ,由 (2.26) 和 (2. 27) 式 求 各 阶 导 数 ,并 比较 (2. 28) 式 可 得 
daw 一 0 am = pm eol 一 zolio， 
cos 一 posos 1 = pv 十 Pangdnos 
Adan 一 paoo 十 六 0Ginoyeos 一 疡 oo 十 porigoin' 
23o 一 paoo 十 Pio 《Gaon 十 gagnaoo} 
十 poogioo 十 Ploegioo. (2. 29) 
为 进一步 计算 p 和 gq 的 展 式 系 数 , 记 
= DFO0), f= DD (0), 
并 回忆 4=df(0). 我 们 主要 来 计算 ae 和 ao, 其 余 可 类 推 . 由 
《2. 20), (2, 18) 和 (2. 12) 式 ， 
Pno = DDAh C0) 


二 ， 一 we 十 Are 十 lm 十 Tw sv» 


Cfo vr) 


| 
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= Retfli'lv ead) 
= Re fe)), 
六 一 方面 ,由 CH 让 


CA oncta) = (Coed) 十 iw(A} ela), 
辣 边 对 4 求 导 , 并 注意 到 c(0) 二 ce, 有 
a FI = [Le 0) Tio (C0) A — dilA i)e 00) 
= 2 (0) + zw 0]. 
故 得 


col = plo 一 SReCd' fe) =— oa (0). (2, 30) 


现 来 计算 pr. 将 (2. 19) 代 入 FF 的 表 式 (2,6) ,并 求 导 
F(A0) 一 《一 4 二 Adres 十 Cw) = 0, (2.31) 


Fss 0) = (一世 十 A — 3P yw) 一 fi st) 
=0. : (2. 32) 
由 对 称 性 五 产 (fo os) 一 0. 故 由 12. 31) ,zw,; 广 三 
(~ + we = 于 (emPkcic) + 2 + em pO). 
这 在 3 中 有 唯一 解 ,为 


TH = Hn 十 Ee 十 egy CD. 33) : 


其 中 aEER 和 wwET 由 干 面 方程 确定 
Am = 一 于 PeiDD ,CA 一 200os =— 4 flese). 
将 (2. 33) 代 入 (2. 32) ,并 利用 投射 已, 即 可 得 
di9 = prioo 
ARefa (fi(e,ad) + f(a) tc,d))]. (2. 34) 
类 似 又 有 
co = jos 一 立 Re[ 了 GPaGa) + 1 )], 
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其 中 心 由 干 式 唯一 确定 
(A— iDa =— ftc) 十 (aRef" (cad — 0. 


定理 5. 2.2 的 证 明 由 (2. 29) ,车 Hopf 定理 中 条 件 (8a) 满 足 ， 
aa(0,0) /二 ao 二 oC(0) 关 0. 由 隐 和 函数 定理 ,存在 唯一 的 4 二 A(z) 
使 acatz),z) 二 0. 同样 又 若 条 件 Civ) 满 足 ao 天 0， 即 a4a(0,0) /a2 关 
0, 则 Hopf 定理 的 结论 成 立 ， 口 


5. 2.4 关于 对 Hilbert 第 16 问 题 的 应 用 


我 们 和 将 本 节理 论 应 用 于 平面 上 多 项 式 系统 在 焦点 附近 性 态 的 
人 研究， 考虑 mr 次 多 项 式 系 统 
t= Do Bor y's 
y= 了 Co 名 
记 B={B,),C 一 {C4} ,并 用 态 ,(B,C) 表 示 方 程 (2. 35) 的 极限 图 
个 数 ，Dulac 曾 称 五 .BC<co。 Hilbhert 第 16 间 题 是 要 对 所 有 吾 
和 ,确定 数 态 ,(B,C) 的 上 界 瑟 。 
我 们 来 讨论 原点 为 焦点 或 中 心 时 方程 (2. 35) 的 性 态 . 据 条 件 
(H, ,可 设 B,C 为 参数 1 的 函数 ,满足 B00) 二 Cw 00) 一 0, 上 且 线 
性 化 矩阵 


《2. 35) 


4 一 


Ca)  CnCh) 
有 一 对 本 征 值 ec(i) 土 姑 (0) ,满足 af0)=0,omk0) 一 1. 由 定理 
5.2.1, 可 得 (2. 35) 的 振幅 方程 
re 十 car 十 cm 十 光一 0， 《2. 36) 

其 中 + = 二 Cx 十 yD coco j 一 0;y1 

定 尽 5.2.1 (2.36) 中 的 cw(0) 称 为 方程 (2. 35) 的 第 j 个 焦 
点 量 , 面 若 
| coat0) = = ca nt = 0 ca(0) 0, 
则 称 45. 35) 有 上 阶 细 焦 点 . 


_ pe | 
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现在 考虑 二 次 系统 , 即 (2. 35) 中 和 一 2 情形 .Bautin 曾 把 它 表 
成 下 面 形式 
二 一 涩 十 轴 一 入 玉 十 (2 十 机 ]ry 十 加 这， 
y= 二 十 机 y 十 加 x? 十 (2 十 和 Ty 一 加 y:， (2,37) 
这 样 ,(2, 36) 中 的 焦点 量 c600) = 名， 为 求 第 一 个 焦点 量 c,C0), 可 
设 义 二 0. 所 (2, 34)， 


a = TReLd fre,a0) + PEsas))] 


一 一 入 (2 一 如) (2. 38) 
”对 于 方程 (2. 35) 的 更 高 的 焦点 量 的 计算 可 参看 [FLLL]， 


$ 5.3 Floguet 理论 及 应 用 


本 节 我 们 引进 关于 线性 周期 系统 的 经 典 的 Flequet 理论 ,并 
把 它 用 于 上 一 节 关于 Hopf 分 贫 周 期 解 的 稳定 性 的 证 明 中 ， 


5. 3.1 线性 周期 系统 的 Fioquet 理论 


设 Bls5) ER 及 ,为 寺 X 姑 矩阵 值 连续 映射 , 且 具 有 周期 2z, 避 (5 
十 2r) 一 了 (YE 取 .考虑 线性 周期 系统 
dyids = Btsy)y., (C3.1) 
Fiequet 的 基本 理论 包含 在 下 面 的 定理 中 ， 
定理 5. 3. 1(Floquet) 设 罗 (s) 为 周期 系数 《3.1) 的 一 个 基本 
第 阵 , 则 存在 可 短 的 2r 周期 的 #Xn 第 阵 慎 映 射 Pts) 和 mnXn 常 值 
矩阵 名 ,使 


Vls) = Pls)e®, (3, 2) 
且 (3,1) 经 变换 y 二 Pls)z 可 化 成 | 
= 一 Qz. 《3. 3) 
证 明 由 于 
4 


TEs 十 2x) 二 Bes 2x)Vis + 27F) = BOWC + 2) 
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及 det 于 6 十 28) 关 0, 亦 (十 2z) 仍 为 (3.1) 的 基本 乍 阵 . 因而 有 更 (s 
十 2r) 一 交 人 DC 其 中 心 为 二 X 非 奇异 矩阵 ,qdqetC 关 0. 根据 线性 代 
数 的 结果 (例如 抑 LLul 刀 ,存在 常 值 定 阵 急 使 C= 拓 . 命 王 0) 一 
更 (se 人, 则 得 53.2) 式 , 且 由 
Pt{ls+ 27) = tone "+ 
= Ce eR)e =Pls), 
知 Pls) 具 有 周期 2x. 最 后 ,将 y 一 Po)z 代入 (3,1) 式 ,经 直接 验证 
可 得 (3, 3) 式 . 口 
注 5.3.2 设 (3,1) 又 有 基本 窍 阵 密 (5) ,加 (5) = 二 轨 (s)5 ,并 设 
曾 (s 十 2r) 一 党 (5). 则 利用 定理 5. 3. 1 证 明 中 的 矩阵 CC, 有 
VOYC = Bs 十 27) = Ps + 27)3 = POIOS 
= 多 (5s)S- CS., 
可 葛 忆 = 一 SCS, 即 亡 与 C 相 似 , 它 们 的 本 征 值 相同 . 
定义 5. 3.1 称 定 理 5. 3. 1 中 的 拖 阵 C 一 < 党 的 本 征 值 ya,…， 
pm 为 系统 (3,1) 的 特征 乘 数 ,而 算 阵 Q 的 本 征 值 p,，…,p, 为 系统 
(3. 1) 的 特征 指数 . 
易 验 证 ,经 适当 排 富 ,特征 乘 数 和 特征 指数 有 关系 


ij 一 E2 = ] nn. 《3. 7 
因而 ,特征 指数 中 的 每 一 个 可 相差 i 的 整数 倍 , 它 们 组 成 集合 
{Blogts + mili = 1 nsm € DB). (3.5) 


注 5.3.3 设 更 0) 为 (3.1) 的 基本 和 抢 阵 ,使 更 (0) 一 开 . 记 型 一 
更 f2)， 则 M 即 为 (3.1 的 Peincare 映射 (参见 LHSsm ]), 而 且 
(3.1) 的 特征 乘 数 即 为 矩阵 M 的 本 征 值 . 特别 ,者 (3.1) 有 非 0 的 
2r 周期 解 y(ts) ,y(ts 十 27) = 二 yts)， 则 y00)== yt27) 二 Hy(0), 这 说 
明 (3. 1) 译 少 有 一 个 特征 著 数 为 1. 
把 方程 (3. 1) 写 成 
dy 


L(y) 圭一 js + Bis)y = 0, (3, 6) 


则 工 :C&>Cor 为 线性 算 子 . 下 面 的 命题 指出 特征 指数 的 意义 . 
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命题 5. 3. 4 工 :Ci 一 C2 的 谱 为 系统 C3.1) 的 特征 指数 集 . 
证 明 设 pEC. 由 于 
Lleets)) = erstLz— pe), 
故 Pp 为 工 的 谱 , 当 且 仅 当 存 在 0 了 关 zEC$ 使 y=e*z 满足 亏 7> 一 0, 即 
ee = Vls)e(t0), C3,.7) 
其 中 到 为 方程 (3.1) 的 基本 矩阵 ,使 完 (0)== 工 . 按 定理 5. 3. 1 , 记 
亚 (s)= 二 PC)e 3, 则 PC2mmyy 一 P60) 一 IL. 于 是 ,利用 (3.7) 式 
erzt0) = eal2n) —= Plome tr(0) = ez(0), 
这 说 明 e* 为 (3.1) 的 特征 习 数 ,或 p 为 (3.1) 的 特征 指数 . 反之 也 
可 推 得 (3. 1) 的 特征 指数 必 为 工 的 谱 . 昌 
利用 特征 乘 数 和 特征 指数 的 概念 可 得 到 方程 (3. 1) 的 稳定 性 
判 据 . 我 们 注意 , 按 定理 5. 3 1, 方程 (43. 1) 与 (3. 3) 的 解 相差 一 个 
有 界 和 矩阵 因子 PCs)y。 由 此 观察 可 得 下 面 稳定 性 的 结论 . 
命题 5. 3.5 对 于 方程 (3.1), 若 它 的 特征 指数 实 部 都 为 负 { 或 
特征 乘 歼 的 横 都 小 于 1), 则 零 解 渐 近 稿 定 # 若 它 有 一 个 特征 指数 的 
实 部 为 正 ( 或 有 一 个 特征 乘 数 的 模 大 于 1), 则 零 解 不 稳定 . 品 


s. 3.2 非 线性 方程 周期 解 的 稳定 性 


现在 来 考虑 非 线 性 系统 
du/ds = g(u), 3.8) 
其 中 & ;RR 一 R" 光滑 . 设 (3.8) 有 一 个 2r 周期 解 C5) ,uCs 十 27) 二 
xu(s) ,ys 人 月， 则 (3. 8) 在 xs) 处 的 线 狂 化 
人 As = Deg(tuls))v “3, 9) 
为 线性 27 周期 系统 . 
定义 5.3.2 我 们 把 (3. 9) 的 特征 溢 数 (特征 指数 ) 称 为 (3, 8) 
的 2r 周期 解 vs) 的 特征 乘 数 (特征 指数 ) 
设 5(5) 为 (3.9) 满 是 v00) 二 vw 的 解 . 则 由 Mo 一 wz(C22) 给 出 
MM 一 民 " 称 为 x 的 Floquet 算 子 ， 
易 岗 ,Floqguet 算 子 对 .。 是 线性 的 ,事实 上 , 若 下 (9 为 (3. 9) 的 
基本 矩阵 ,使 硬 (0) 二 I 则 计 ,= 二 Bl2x)， 且 邮 , 的 本 征 值 恰 是 wts} 
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的 特征 乘 数 . 

将 (3. 9) 的 25 周期 解 xs 代入 (3.8)， 并 在 63, 8) 两 边 对 ; 求 
导 可 知 vts) 二 duls)/ds 是 (3.9) 的 一 个 2r 周期 解 . 故 (3.9) 至 少 
有 一 个 特征 乘 数 为 1( 和 参见 注 5. 3.3), 即 (3. 9) 的 2x 周期 解 uls) 至 
少 有 一 个 特征 乘 数 为 1. 

命题 5. 3.6 设 xf) 为 (3.8)7 的 周期 为 2 的 周期 解 ,px 一 1， 
Horsph 为 与 wls) 开 联 的 特征 乘 数 .着 |g1l ;| 5 | 过 1， 刘 解 
zts) 渐 近 稳 定 ; 若 | 和 | 中 至 少 有 一 个 大 于 1; 则 w(ts) 不 稳定 . 

本 命题 的 证 明 , 例 如 参见 LCL |]. 品 


5. 3.3 定理 5. 2. 3 的 证 明 


现在 我 们 剩 用 Fioquet 理论 来 证 明 上 一 节 关 于 Hopf 分 岔 周 
期 解 稳定 性 的 定理 5, 2, 3. 
回忆 五 ,CHX 了 ttIX 限 -Co 如 (2.6) 式 定 广 ， 对 于 方程 


下 (GT 一 【《] + 中 学 十 fuse) 一 客 {3,. 10} 


在 CoX 了 要 X 了 的 原点 附近 的 解 (xye,zr), 设 它 与 方程 
BEE = PTO a TT ay 一 D (3.11) 
的 解 (x,a) 相 对 应 ,这 电 5 一 r(x?,a) 和 人 = 二 ww 二 x 十 wwCrviy a 
rr,0)) 满 足 
(一 PFANx A) Aartr ea) = 0, 《3. 12》 
《RECZTGJ ,a Tr, a) ,v0 ) = 0. 《3. 13》 
我 们 来 证 明 , 解 ws) 当 入 (za 二 0 时 渐 近 稳定 , 当 gx, 中 守 0 时 
不 稳定 ， 


光度 和 在 Co 处 的 线性 化 算 了 
APF) ,sd =— (1 ) + Dflus),aw (3.14) 
将 方程 (4F).,。w 二 0 写成 
a ~ (3,15) 


ds 1 


设 (3.15) 的 特征 乘 数 为 为,…, 思 ,可 以 验证 ,它们 都 是 (weyz) 的 
连续 通 数 . 

另 一 方面 ,注意 到 在 Ci:XxRt+IXx 取 的 原点 处 方程 63, 15) 为 常 
系数 组 


宁 一 4o, A — df(0,0), (3. 16) 


而 按 35.2 中 的 条 件 中 和 (GY) ,4 的 本 征 值 中,… ,5, 可 取 为 刀 =i， 
一 一 isRes ;二 0,72 祷 3， 因而 ,方程 (3. 16) 的 特征 彝 数 147)} 即 为 er 
的 本 征 值 , 必 满 足 7, 二 7 二 1,17 | 过 1,j 字 3. 这样, 对 于 方程 
(3.10) 在 原点 附近 的 解 Cu,a,7), 我 们 可 以 假定 w(s)( 即 方程 
(3.15) 的 } 特 征 乘 数 {7;} 满 足 7 二 1, 17;| 近 1,j 宇 3, 而 |7, | 在 1 附 
近 ， 利 用 命题 5. 3. 6, 我 们 只 蓝 证 明 值 g, (zx,a) 与 log17Y;| 同 号 . 我 
们 将 利用 引 理 5. 1. 5 来 证 明 本 结论 ,为 此 要 作 些 玲 备 . 

我 们 先 来 看 g,ltx;o) 二 0 意味 着 什么 . 

断言 1 对 于 (3.11) 的 解 (x,a) 及 下 在 相应 解 (N(Cr,a) ,a, 
rr ;0)) 处 的 线性 化 算 子 dF, 知 gz 的 一 0, 刚 

dF (mon) 一 Dxr {r,s =— 0, (3.17) 

这 里 z= 二 x:, 册 为 人 对 s 求 导 . 

证 明 利用 g 的 表 式 (3. 11) ,并 注意 到 之 F 一 一 站 ,有 


gro) = dF of 3xrTf vt) = 0. (3. 18» 

将 等 式 (3.13) 和 (3. 12) 对 工 求 导 
(dF 有 — 2xrA ,vy = 0, (3. 19a) 
CT— PEL: A — 2rrA)) = 0, (3. 19b) 


由 C3. 19) 即 可 推 知 (3. 17) 成 立 . 
现在 我 们 来 看 与 log17,| 有 关 的 量 . 由 命题 5. 3. 4， TieF 
的 谱 由 (3. 15) 的 特征 指数 组 成 ,因而 aF 的 谱 为 
(G1 十 (logY, 4 mi = 1 nm (3.20a) 
它们 分 布 在 条 直线 


+ DO" 


上 


UE ECIReE 一 三 } 55 一 log|7,| (3.20b) 


上 ,特别 是 ,1 与 Jog17,| 同 号 . 
断言 2 设 dF 如 断言 1 所 给 , 则 存在 C= 函 数 (zx,a) 满 足 


CR 十 本 ) PNT) = pw 十 说 )， 3,21) 
其 忠 EEL) 如 5 5.2 中 所 给 出 ,weERCDNO 一 MM. 工 为 dF 
在 原点 处 的 算 子 . 


证 明 命 轨 ;有 民 X 民 XMMX 人 RX 民 二 xCy., 由 
Vp nz,a) 一 全 FE tw — WOT) 一 Am + wi) 
给 定 . 则 (3. 21) 变 为 方程 
Vaan wr a) = 0, 《3. 22) 
此 时 轨 (0,0,0;0,0) 一 Lun 二 0. 对 更 在 原点 处 关于 jg,7 和 多 求 导 ， 


有 


了 /ap = — 199/90 = lm :0) 一 vy 


及 
DT) = 当 (L|iM) = 并 (LL)， 
而 Cw 二 于 {wyv2} 四 民 {02} 提 吏 (IL). 于 是 ,可 用 隐 函 数 定理 从 方程 
(3. 22) 解 出 CAT) 特别 ,wz 为 Cr,o) 的 C” 函 数 ， 
断言 3 对 于 断言 2 中 的 Ar, 当 ECzye) 一 0 时 ,为 


2 
p(xsa) = log ly,l. (3. 23) 


证 明 对 已 关于 s 求 导 , 有 
dF -0=—0. (3. 24) 


我 们 指出 g(x,o) 为 QF 的 本 征 值 . 这 是 因为 , 当 Pr 天 0 时 利用 
(3. 24), 有 


dF (mw DD = pv, + ww) 
A 
= pw + w— £0), 


呈 十 名 一 六 各 为 上 的 本 征 函 数 ;而 当 ux 二 0 时 ,由 


"20]* 


(FJzgtm + ww) 一 
知 0 为 4F 的 二 重 本 征 值 ,vw 十 w 为 相应 的 广义 本 征 函 数 . 

于 是 ,yz(z,a}) 作 为 dF 的 谱 点 ; 必 含 在 由 (3. 20b) 给 出 的 直线 
族 上 . 由 于 (3, 19a) 中 加 一 0 及 包 之 0,j 字 3.p 必 会 在 直线 Re 二 jo 
上 . 这 就 得 到 (3. 23) 式 ,x 二 Le lo g|7,|. 断言 3 得 证 . 


设 g(x,2) 二 0. 比较 断言 1 中 的 (3 17) 式 和 断言 2 中 的 方程 
《3. 21) 可见 Ar 的 一 0， 


现在 我 们 定义 
Fua,d) 一 Fu a) 十 Hu, (3. 25) 
Plasap) 一 一 +NDF+Iuap). (3.26) 
只 要 证 明 , 用 以 上 方法 得 到 的 gCzyas; 让 和 (zr,a,B) 满 足 
ps(0,0,0) 2 C3. 27a) 
gis(0,0,0) > 0，。 《3. 27b) 


就 可 由 引 理 5. 1. 5 得 到 本 定理 的 结论 . 
首先 ;由 C3.12) 式 看 出 人 (0,0,8} 一 0. 而 由 (3.26) 式 
DFO0 Pv — AF(OO0 0 0H mi Bo. (3.28) 
在 (3. 28) 式 中 命 v=wi,r 一 (0,0,B) ,得 到 
DFOO,0B,r O00 — 0,0,8)5 = Po, 
与 (3, 21) 式 比较 可 知 rx(0,0, 有 让) 一 8B. 这 得 到 (3.27a}) 式 ， 
其 次 , 设 za 人士 wlas 训 为 46 一 Df(0,a,8) 的 本 证 值 ,使 
在 原点 处 为 土 i. 利用 8 5.2 中 可 知 gx(0,0,0) 二 dp(0,0)， 而 由 
(3.25) 式 ,a(0,8) 三 B. 这 得 到 (3. 27b) 式 ,同时 也 完成 定理 5. 2.3 
的 证 明 . 口 


5. 3. 4 关于 等 变形 式 的 Floquet 算 子 


现在 我 们 把 上 面 某 些 内 容 推广 到 等 变 情形 , 在 和 6. 2 讨论 等 
变 系 统 周期 解 的 稳定 性 时 还 要 进一步 介绍 这 个 理论 ， 
设 紧 Lie 群 了 作用 在 至 上 . 先 考虑 线性 系统 . 设 


a 空门 站 二 


dy 
2 = Bls)y, (3. 29) 


其 中 BGYE (0) 为 T 了 等 变 , 即 BG)Y= 一 YB(s) ,对 任 一 YET 和 s 
所 取 . 
命题 5. 3.7 设 B(s) 为 (3.29) 的 基本 引 阵 .由 吓 (s) 为 工 等 变 
当 且 可 当 于 (0) 为 荆 等 变 . ,特别 ,车 下 0) 一 7, 则 甸 (5) 为 人 等 变 . 
证 明 ”由 于 下 Cs) 满足 


4 &s) 一 B(syB(s), 
9 


对 于 YET, 我 们 有 


Gy 1B(s)Y = BODY 一 Be Bs. 


可 见 Y'@(3)7 也 是 (03.29) 的 基本 答 阵 . 于 是 YI 下 (37 一 旬 () 当 
且 仅 当 YO0Y=B(0).， 口 
对 于 非 线性 情形 ,我 们 要 用 到 等 变 微分 方程 中 的 一 个 结论 . 
命题 5. 3.8 设 亏 微 映 射 耻 :了 及" 一 要 " 为 工 等 变 ，zE 限 ". 若 文 (t 
2) 是 方程 
下 一 jr) C3.30) 
满足 下 人 站》 一半 的 解 , 则 
(a) zttsr)? 关 于 工 为 荆 等 变 ， 
Cb) T(t;2) ER" 的 迷 向 子 群 
了 一 人 7 和 了 | 人 tr) 一 工人 )} 
与 上 无 头 . 
Cc》 卸 隆 有 (C2) 一 DACzC2;I)) 为 了 等 迹 , 其 中 允 为 区 (1,T) 的 迷 
向 子 群 . 
征明 (a) 设 YET. 易 验 证 (1,?r) 和 YZx(tz,z) 是 (3. 30? 的 具 
有 相同 初 值 xz 的 两 个 解 . 由 唯一 性 知 XG,7Yx) 一 Yx (t,x) 
(b》 由 {a) 得 . 
(c) 设 7 了 EE 对 了 (7Yzx) 一 YFf(zr) 两 边 求 导 ;, DF (7Yx)7 一 
YDf(z). 用 三 ;z) 人 代替 ;得 
AQ) = DfOTGZAOY = DF TDYY = dt 


» ZU * 


故 4 人 9 为 三 等 变 . 口 
现在 设 rs) 为 方程 (3. 307 的 一 个 2r 周期 解 , 且 设 亚 .(s) 为 
《3. 30) 关 于 zx(s) 的 线性 北方 程 


= Df(r(s) Et (3. 31) 


的 基本 矩阵 ,使 瑟 .50) 一 工 则 可 以 得 到 xz 0) 的 Floquet 算 子 MM, 一 
俐 ,(2x). 上 面 的 讨论 表明 
命题 5. 3.9 jd 与 zts) 的 迷 门 子 群 互 交换、 吕 
注 5.3.10 对 于 (3. 30) 的 解 工 zt,r) ,容易 验证 ,下 人) = 二 4Y(， 
z) 为 (3. 31) 的 基本 和 矩阵 ,日 (0) 一 了 . 


$ 5.4 向量 场 的 中 心 流 形 和 正规 形 理 论 


Liapunov-Schmidt 简约 在 降低 分 侈 问题 的 维 数 及 讨论 Hopf 
分 贫 问 题 对 是 很 有 用 的 ,但 却 难 以 用 于 研究 疝 量 场 在 平衡 点 附近 
的 更 复 巢 的 动态 和 分 岔 性 质 , 对 此 ,中 心 流 形 和 正规 形 理论 提 供 了 
较 有 效 的 工具 . 对 于 中 心 波形 理论 ,我 们 在 本 节 只 介绍 一 些 基本 
结论 , 面 对 于 向 量 场 的 正规 形 理 论 , 因 与 以 后 的 研究 直接 相关 ,我 
们 将 作 较 详细 地 讨论 ， 


s.4.1 中 心 流 形 理 论 


中 心 流 形 理论 可 以 使 我 们 将 向 量 场 在 平衡 点 附近 的 分 贫 情 形 
限制 在 一 个 维 数 较 低 的 不 变 流 形 上 来 讨论 . 

为 简单 起 见 ,我 们 这 里 省 略 参 数 . 设 f: 民 一 限 * 为 C! 向 量 场 , 
之 1, 且 设 f(0) 二 0. 考虑 方程 


dr 
均一 fir), (4.1) 


记 工 (区) 为 (4.1) 满 足 x (0) 一 z 的 解 , 且 +t 所 在 的 最 大 存 在 区 间 记 
为 Itx). 记 有 A 二 DAC0), 并 将 4 的 本 征 值 集 oC4A) 分 成 ,co 和 和 5 二 
部 分 ,它们 分 别 由 oA) 中 实 部 小 于 0, 等 于 0 利 大 于 0 的 本 征 值 组 


"+ 


成 . 记 V., 为 由 4 的 对 应 于 a 中 本 征 值 的 广义 本 征 向 量 张 成 的 限 " 
的 子 空间 ,类 似 可 定义 VY, 和 V。 因 而 有 
R" = V, DV. BDV, C4. 2) 
记 二 VDV,, 并 设 和 分别 是 恨 " 到 V- 和 Vs 上 的 投射 . 
中 心 流 形 是 指 桶 " 中 与 子 空间 V. 相 切 的 某 个 不 变 流 形 . 比如 ， 
若 (4. 1) 为 线性 系统 , 即 f(x) 一 Az, 则 其 中 心 流 形 为 
Ws = {x € R"| supllezlt, 7) < coj， 
它 在 整个 空间 存在 , 对 一 般 情 形 ,中 心 流 形 则 有 局 部 和 全 局 之 分 . 
局 部 中 心 流 形 通常 不 是 唯一 的 . 但 按 [Va2] 的 结果 ,全 局 的 中 心 流 
形 是 唯一 的 ,而 且 还 可 由 它 得 到 局 部 中 心 流 形 的 存在 性 , 因此 ,我 
们 从 全 局 中 心 流 形 讲 起 ， 
为 得 到 全 局 的 中 心 流 形 ,需要 对 向 量 场 了 作 全 局 有 界 性 的 限 
制 , 首先 要 求 了 满足 全 局 的 Lipschitz 条 件 , 即 


工 ,4 全 极 = = — yl 


我 们 引进 Banach 空间 ， 
CRD) = {w EE CR ,RD) ||wle = sup | Pireofz) 有 < oo0}. 
EE 
把 六 zy 志 成 
Fr) = Ar gtr), {4.3) 
则 g(0)=0, Deg(0)=0, 
定理 5.4.1 设 ;一 ?为 Ct 向量 场 ,k 汪 1,g 如 (4.3) 所 
给 . 设 gECSER"). 则 存在 >0, 使 g 满足 gll,<<6 时 ， 
(i) 殉 ' 一 {zE 到 1sugllmzCesr)ll<< se) 是 关于 (4 1) 的 流 的 
不 变 集 ; 
(i) ”存在 Lipschitz 虞 射 玫 EC2CV. ,Vs) ,使 得 
Ws = {rt pr) |r EV = We', 
且 在 原点 处 与 VY. 相 切 ， 
Kiiiy 车 六 有 ECICV ;Vo) 使 轴 , 二 {x 十 玉 X) x,E VW.) 关于 
. "A 


(4. 1) 的 流 不 变 , 则 4 一 几 W 一 克 . 

证 明 见 LVa2 |. 口 

定义 5. 4.1 定理 5.4.1() 中 的 W" 称 为 全 局 中 心 流 形 ， 

该 定理 表明 全 局 中 心 流 形 的 存在 唯一 性 , 如 果 要 求 向 量 场 f 
ECt(R") ,1, 则 还 可 得 划 流 形 到: 的 光 请 性 结论 ,进一步 的 表 
述 和 证 明 也 可 在 文献 TVa2j 中 找到 . 

现在 我 们 将 上 述 结果 推广 到 等 变 情形 . 设 紧 Lie 群 TCOCn) 
作用 在 及 "上;, 且 向 量 场 (4.1) 为 工 变 , 即 ff(Yx) 一 YF(r) ,YYETL. 
下 面 的 引 理 说 明 (4. 2) 为 不 变 分 解 ， 

引 理 5. 4.2 4 的 本 征 值 & 所 对 应 的 本 征 子 空间 V,= {zxE€ERR* 
14z=wz} 为 了 不 变 . 

证 明 设 xEV,, 对 ¥Y YET. 由 了 为 了 等 变 知 4 与 工交 换 , 即 

Arr = YAr = Yr = AT， 
可 列 YrE Vy. 口 

现在 我 们 引进 等 变 系 统 的 全 局 中 心 流 形 定理 . 

定理 5, 4,3 设 向 量 场 满足 定理 5.4.1 的 假定 . 车 下 为 等 
变 , 则 由 定理 5.4.1(i) 纵 出 的 全 局 中 心 流 形 W 为 下 变 , 妈 
YCWOCW,Y YET, 且 由 (i 给 出 的 映射 严 为 工 等 变 , 凡 

PIX 一 IYfr), 对 YET,X EY.. 
证 明 设 zEW' 二 YET. 由 命题 5. 3.8 及 引 理 5. 4.2 知 
rr, ro) = eat, x) 
= | 之 全 | = lr, zx) 
成 YE 更， 进而 ,对 于 定理 5. 4. 1 让) 中 的 ,及 x.EVY.; 我 们 有 
- yr Yr) 及 Yr pOr) E We 
而 由 (说) 的 唯一 性 知 Yy(x)= 二 pC7Yx). 0 

下 面 给 出 等 变 的 局 部 中 心 流 形 定 理 . 

定理 5. 4.4 设 避 向 量 场子 是 工 等 变 的 ,70) 一 0 则 存在 0 
筷 束 " 的 工 不 变 邻 域 口 及 C:* 的 等 变 映 射 罗 :VV, 满 站 

i) 0)=0, Dg(0)=0; 

(ii) 流 形 


"i 


We= {zt fr) E VD Vr E TV 
为 荆 不 变 , 且 关于 方程 (4, 1) 的 流 忆 部 不 变 ; 即 对 每 个 rE Ws 站 U 
及 1fEIuCtx), 有 及 导 ,wx) 扎 全 yp; 这 里 
lyr) = {EE Ir |rG,r) EU 
《ii》 车 zzEU I(x} 一 现 , 则 xEW,. 
证 明 取 人 >0 如 定理 5. 4, 1 中 ， 取 C” 函 数 如 :有限 - 妈 使 
w= 1 (Se! 
0, |s| 计 2. 
骨 职 X(z) 一 种 基 对 GE 可. 则 % 为 工 不 变 函 数 , 对 p 汪 0 及 由 
(4. 3) 给 出 的 8, 命 
BoA 一 gCTINCP IT). 
则 go 为 了 等 变 , 且 不 难 验证 jimillgole, 一 9 故 当 p 之 0 充分 小 对 
lee <5. 于 是 方程 
T= Ar gr) (C4. 4) 
在 不 变 区 域 U= {xzERR||xz|<<p} 中 与 (4.2) 一 致 , 且 其 解 
Tolty) 当 EU,tE1o(z) 时 也 与 (4. 1) 的 解 一 致 ， 由 定理 5. 4. 3， 
《4. 4) 存在 ‘(唯一 的 ) 全 局 中 心 流 形 W’, 并 且 可 由 TT 等 变 上 映射 %E 
CHCV,, Vi) 确定 , 由 got0)=0,Dgpt0)=0 知 $00)=0,Dy (0) 一 0. 
区 所 满足 的 性 质 5ii) 和 (ii) 也 可 由 定理 5. 4. 3 推 得 OD 
上 述 流 形 Ws 称 为 (4.1) 的 局 部 中 心 流 形 . 条 件 (D 表 明 它 在 
原点 处 与 空间 V, 相 切 . 
注 5. 4.5 为 计算 中 心 流 形 , 可 把 和 矩阵 4 写成 对 角形 式 , A= 
| 。 中 ,使 弄 阵 C 和 互 的 本 征 值 集合 分 别 为 * 和 Un 通过 对 
方程 (4. 1) 作 适当 的 线性 变换 是 不 难 做 到 这 一 点 的 ). 记 了 一 人 十 2 
EV.OV, ,并 把 方程 (4. 1) 写 成 
Ts = Cx 十 gt tt EF) fr 1), 《4. 5a) 
Ti = Br gx xr) EE fr + zd). . (4, 5hb) 
则 映射 多 应 满足 方程 


DCr YF x HTD = flr + HT)) 《4. 5c) 
及 定理 5. 4. 4 中 的 (Ki)， 
例 5. 4.6 考虑 二 维系 统 
一 一 y= 


按 (4, 5c) ,映射 y= 二 (ze) 应 满足 一 x 六 C7 一 一 上 (x) , 解 得 tx) 一 
和 exp( 一 去 7) 破 为 


CieXb( 一 于 zz 0， 
y= 一 140， 二 0， 
CseXPO— Sr ,> 0， 


其 中 cc: 为 任意 常数 ,可 见 所 得 到 的 局 部 中 心 流 形 Ws== {( 工 ， 
%(z))} 并 不 唯一 . 而 且 , 虽然 原 方程 的 向 量 场 g (x,y) 一 (一 zx?， 
一 y》 是 T 一 有 等 变 的 , 即 g( 一 zz ;一 y) 一 一 gtxyy) ;所 得 到 的 绷 
部 中 心 流 形 WW; 也 不 必 是 工 等 变 的 . 但 如 果 我 们 像 定理 5. 4. 4 的 证 
明 中 那样 ,对 向 量 场 作 全 局 有 界 性 的 限制 , 即 适当 取 定 e>0 使 
softz30 一 Yo ro ly)gCz 0) 满足 定理 5. 4. 3 的 要 求 ， 则 不 难 验 
证 ,上 述 上 映射 yy 中 常数 满足 c= 二 一 cs;: 且 由 唯一 确定 . 可 忽 相 应 
的 局 部 中 心 流 形 为 蔗 等 变 , 且 仅 依赖 于 p. 
注 5. 4.7 上 述 中 心 流 形 的 结果 可 推广 到 带 参 数 的 系统 ， 设 


字 一 区 (Ta)， 【4. 6) 


其 中 gg;: 了 本义 民 ->R" 为 合 参 数 aE 恨 ' 的 C' 向 量 场 只 要 引进 变量 
Tj 二 中 9j 二 1 尖 , 并 命 
y= CT), BO) = (gy) ,0) € RR" X Rt, 
刚 (4. 6) 姿 为 4ay/dt 二 gly) ,这 就 可 归结 为 上 面 的 情形 讨论 . 
将 定理 5.4. 1 中 的 x 二 Cz) 代入 (4. 58) ,得 到 方程 
x, 一 f(r pz) ). 《4,7) 
下 面 的 定理 表明 (4. 1) 和 (4.7) 的 解 具 有 了 同样 的 稳定 性 质 . 
定理 5. 4.8 在 定理 5.4.1 的 条 件 下 , 设 = 二 ,上 且 设 XE Wi 站 
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U 满足 闭 包 C1l{xt,x) | 这 0}CU, 则 方程 C4,1) 的 流 区 (的 一 元 工 
ft 对 应 方程 (4.67 的 流 x ( 一 zz x)，X(t,X) 是 稳定 的 ( 渐 
近 稳 定 的 ,不 稳定 的 ) 当 且 仅 当 xG) 是 稳定 的 ( 汤 近 稳定 的 ,不 稳 
定 的 ). 

证 明 参见 [LVa2]. 0 

最 后 ,我们 指出 ,虽然 局 部 中 心 流 形 的 不 是 唯一 的 ,但 下 面 的 
命题 表明 ,不 同 中 心 流 形 上 的 流 是 共 示 的 . 记 

C1 RY) = {fw € COIR |Lip CD) < o0}. (4. 8) 

命题 $. 4.9 设 (4.1) 中 的 FECi,， Ff(0)= 二 0,， 且 WW 和 Wi 是 
(4. 1) 的 两 个 局 部 中 心 流 形 ， 见 存在 原点 的 一 邻 域 梧 及 C*! 微 分 
同 胚 pg Wi 站 UU 一 Wi 门 C, 使 工 必 9p(2)) 二 g(x(t,T)) ,对 所 有 x 全 
WiNnV 和 和 ER, 只 要 XG,XYEWI[|V. 

证 明 见 [BDL J. 口 


5. 4. 2 向 量 场 的 正规 形 


问 量 场 的 正规 形 , 又 称 Poincaré-Birkhoff 正规 形 , 其 理论 使 我 
们 能 在 平衡 点 附近 通过 近 伍 等 变换 把 向 量 场 的 级 数 展 式 尽 可 能 地 
化 简 . 这 里 讨论 的 向 量 场 仍 为 了 等 变 向 量 场 , 但 若 取 了 为 平凡 群 
1, 则 与 通常 的 正规 形 理 论 一 致 ,如 [Va2] 和 [CLWJ， 

设 紧 Lie 群 工 作用 在 空间 腿 " 上 , 仍 省 略 贿 数 , 即 设 f; (R",0) 
二 了 R" 为 下 等 变 映 射 , Are .TT), 了 C0) 一 0, 并 记 4 二 df(0). 考虑 
方程 

x f(r). td. 9) 
记 S25(T) 为 8.(T) 中 的 齐 次 多 项 式 组 成 的 空间 , 则 (4.9) 可 写 
成 级 数 形式 
T= Ar 二 FC 二 r(x odarl"), (4.10) 
其 中 站 (YYE BT) ,k=2,* ,mn. 

为 将 (4. 10) 的 非 线 性 项 产 项 化 篇 ,我 们 引进 伴 算 子 ad, 对 有 

ECG, 记 
’ adag tr) = DetryAr 一 Agt(lzx), <4. 11) 
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则 adugE 有 (Ty. 事实 上 ,对 任 YET,， 
adag tz) = Derr}Arr — Ag(rr) 
= De(tr)Ar — YAp(rT) 一 Yadsg tr), 
注意 ,人 2:(T) 是 有 限 维 向 量 空间 , 目 ad 在 空 *T) 上 的 限制 
d4:32:(T) 一 2+(T) 为 线性 上 映射 记 统 r (tads) = 二 adh220T), 并 取 
弦 rCa 申 ) 在 +(T) 中 的 一 个 补 空间 tt, 即 有 
PT) 一 Rrladt) D Ft, (4.12) 
下 面 的 命题 表明 可 以 对 方程 (4. 9) 作 变换 ， 使 向 量 场 中 的 非 线 性 项 
都 在 用 f 中 . 
定理 5. 4 i0 (Poincart- Birkhoff 正规 形 定理 ) 设 对 方程 
《4- 10) 已 作 简约 
xz 一 Ar 一 g(r) 十 十 十 C0) 十 产 (z) 十 od)ziy， 
C4. 13) 
其 中 有 后 知 一 1 到 一 1 及 六 后 ES (TD)， 则 存在 变换 二 一 多 十 
ply) PE SAT), 把 (4.133 变 为 
y= Ay+ FC) 二 十 21(y) 十 0) 十 old 站 >， 
(4. 14) 
其 中 及 E 窜 ， 
证 明 将 z= 二 y 十 py) ,ppE S20T), 代 入 (4. 13)， 
(了 十 DplOyD)y = Ay gy 二 Eg 1(y) 
十 Fy} + Aply) + ol]y|'). 
利用 他 十 Daty) 一 一 [一 DB 二 aflylo9， 并 蒋 在 上 式 两 边 可 得 
y= Ay 二 gi 二 二 (9) 十 (3) 
一 adaply) 十 ot | vy|*), 
对 产 按 (4. 12? 分 解 ， 产 = 好 十 产 区 有 由 Sr (ada) ， 并 取 ppE 
SIT 使 adip 一 天, 即 得 (4. 14) 式 . 品 
定理 5. 4. 10 告 诉 我 们 ,经 过 一 系列 近 恒 等 变换 可 把 方程 人 4. 9) 
的 级 数 形式 (4. 10) 化 为 人 4. 14) 形 式 ， 
定义 5. 4. 2 〈4. 14) 称 为 方程 (4.9) 的 正规 形 , 而 
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y= Ay 二 gy) + 二 (yD), (4, 15) 
EGhI=2,… 衣 , 称 为 (4. 9) 的 (4 阶 ) 截 断 的 正规 形 . 

为 了 作出 冤 rfad 和 在 SG 中 了 不 变 的 补 空 间 于, 我 们 在 
SpAKT) 上 引进 下 不 变 内 积 , 注意 到 9:(T) 中 元 可 表 成 {x'e;} 的 元 
的 线性 组 台 . 这 里 xr" 二 zx, {ej} 为 及 " 中 的 标准 基 . 我们 定义 

(rery Tle) 一 个 ional， (C4. 16) 
其 中 6,6w 为 Kronecker 记号 ,并 将 (4.16}) 扩 张 为 空间 <2( 站 上 
”的 内 积 , 仍 记 作 <，,), 

命题 5. 4. 11 (,) 为 B21CT) 上 的 工 不 变 内 积 . 

证 明 . 设 人 (中 元 p= 2》) pien9 一 》),gies Pig 为 齐 & 
次 多 项 式 , 则 

(p19) = (OD pie D496) = 2 (ping;). 
另 一 方面 ,对 任 一 7* 一 (EDTCCOCz) ,有 
《7 六 ,79》 一 DY (Npiers Yig, er) 


一 >) dp; 全 
pp" 


= > (pig) = p,q). 0 


取 次 为 加 rn (ad4) 在 内 积 空 间 人 2 (TT) 中 的 正 交 补 ,t 二 
入 rtad4) 芋 ,但 可 保证 截断 的 正规 形 (4,15) 中 每 一 非 和 线 性 项 具有 TT 
等 恋 的 良好 性 上 质 ， 


5. 4.3 补 空间 的 计算 


上 面 我 们 指出 ,规范 形 的 无 阶 项 可 取 在 补 空间 弦 r(ada)+ 中 ， 
现在 我 们 来 讨论 这 类 补 空间 的 计算 . 
命题 5.4. 12 设 P,QE .SB2t(T), 则 
Cad P,Q = (P,adsrQ), (4. 17) 
证 明 根据 ads 的 表达 趟 C4. 11)， 只 要 证 
AP,Q}) = ‘PP,A'Q), (C4. 18) 


DPOYY AY OQ yD)) = POW DQ) A 》， (4.19) 
记 由 一 (Ca) := {pl gm" :ph + 总 一 (Co | ?好 出 (4. 18) 式 可 以 直接 
验证 . (4.19) 左 边 为 


2 ‘ 5 Dagy; ri Cy) 
i 


可 
= 一 人 所 Dy ,gy)), 


右边 为 
2 


Dan py) yi 


2 .0 


TT = np 
于 是 ,等 式 (4. 19) 归 结 为 客人 的 此 项 式 可 
(六 = (之 六 


而 该 式 可 通过 比较 两 边 的 次 数 和 条 六 直接 验证 品 
由 命题 5. 4. 12 可 知 -Ar (ad 和 好) 一 { 记 GE . CT) |ada7p 一 0 为 
演 (ad 和 r) 在 更 (中 的 正 交 补 , 由 此 可 得 工 不 变 的 直 和 分 解 
PATY = Rada) 中 Ttfadar》. 人 4,20) 
而 正规 形 的 一 般 形 式 归结 为 空间 .Cad 条 ) 的 计算 . 
下 和 酌 中 当 对 称 群 取 为 平 比 群 时 ,我 们 将 工 省 去 . 
例 5.4.13 设 4 为 对 角 矩 阵 ,4 王 diag( 由 .单项 起 zee， 
一 aei 称 为 是 & 阶 共振 的 , 洗 
ta| 一 羔 上 且 4 se 十 和 十 和 er 一 洛 (C4. 21) 
由 于 adazrei 一 (ie 一 厂 )xei 则 .adir)? 直 天 阶 共振 单项 起 张 成 ， 
例 5. 4. 14 设 4 为 突 零 形 ， 
01 0 


Nr), 


对 于 g 二 (gi，""* ,ga) ,由 于 
本 ?1 中 


0 0 


| EB1CT) 
ad rg Cr) 一 (dg (TY) /ar,) 一 一 
| | Ea_i1tT) 


可 兄 过 阶 多 项 式 组 在 -ACads7) 中 当 且 仪 当 其 分 量 EA 为 
下 列 仿 微分 方程 组 的 解 
TO (T/A dr) 一 个 ， 
T1082 (TIAArs 十 … 十 Tn 1982 tT) / AT, 一 g(x), (4, 22) 


X98ATI OT 十 … 二 Xdg (Tdr, = gs 区 ， 

六 归结 为 计算 相应 此 伍 组 的 第 积分 
特别 ;x 二 2 时 由 
JiasiCzJAars = OT1981 (7) dr, = g(r) 

解 得 

EB1CT) 一 THT ERT) 一 TT +) 4,23) 
分 别 取 ==0,8%= 二 zt 和 一 x 1 ,= 二 0 得 -NCad4 和 7) 中 的 一 组 基 

(COT) Crt, rt lx) 

注 5. 4. 15 (a) 需 指 出 的 是 上 述 关 于 正规 形 的 理论 方法 对 于 
复 域 上 的 微分 方程 也 适用 ,而 且 在 复 域 上 讨论 有 时 会 更 方便 ( 见 下 
面 例 5. 4. 16). 

(b》 还 可 对 上 述 正 规 形 理论 行进 参数 ,并 用 中 心 流 形 理论 中 
的 类 似 方 法 进行 处 理 ( 见 注 5. 4. 6)， 

例 5. 4. 16 我 们 在 Hopf 分 命 问题 中 曾 明 划 下 面前 方程 


Ti = za Birisxa), Xs = Xl gar yx), (4, 24) 
其 中 gg 为 Ofzl2). 引进 复数 表示 
2i = Tir Cs = 1 irs = 1), 
可 将 (zz) 写成 tz1 ,zi)， 而 (以. 24) 记 为 
六 = izi 十 hi(zi sz), (4. 25a) 
zz 一 一 is 二 hs (zi To), {4, 25b) 
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其 中 凡 一 gj 十 启 2， 后 二 一 让 2. 《4. 25) 的 线性 部 分 为 对 角形 4 一 
| 。 一 jj - 按 例 5. 4.13, 只 要 考虑 其 人! 阶 的 ) 共 报 多 项 式 还 a 和 
zt ze est 其 中 必 记 满 足 
i i = i mi ep i112. 
可 见 7 为 膏 数 ,一 2m 十 1， mmr 宇 1， 而 共 据 单项 式 沟 (zt)" zi e;, J 
一 1,2， 于 是 , (4. 25) 的 (全 阶 ) 正 规 形 为 
2 = plzz) El， (4. 264) 
gs = (i p22 ) )z,, (C4, 26b) 
其 中 pw) 二 OUw|?:) 为 ww 的 了 阶 包 项 式 . 注意 到 z= 二 zj， 而 且 
(4. 26) 中 两 个 方程 互相 共 罗 , 只 要 考 感 其 中 一 个 ,比如 (4, 26a)， 
命 z= 二 zi， 则 (4. 26a) 为 


z= i+ pl22))e, (4. 27) 

又 若 俞 xz 二 re”, 则 (C4, 277 可 写成 
rr 一 plri)r, 4d. 28a) 
#=1, (4. 28b) 


振幅 方程 (4. 28a) 与 8 5. 1 中 的 结果 一 致 . 
5.4. 4 补 室 间 的 另 一 种 描述 


为 便于 计算 和 讨论 ,下 面 对 空 间 -YrCads7) 作 另 一 种 描述 ， 设 
Sa 为 集 {expCsA7 了 1s 所 人 届 } 福 避 0;) 的 人 煞 包 ， 则 SaCGL(n) 为 闭 的 
Abel 群 . 下 面 我 们 会 看 到 SA 实际 上 是 个 Lie 群 ,但 它 可 能 非 紧 ， 
例 5. 4. 17 ta) 设 


4- | 0 | r=-{ -| 
lo v7 1 oF 
注意 到 
COBS 
2 = eo)T+ (sin) ~ | 


Slims Coss | 


一 Sins | 


TT? 


A, 
则 exp tsA' ) = | | ;其 轨道 在 环 面 下 一 SXS! 筒 密 , 因 而 
a RR J 
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Ss TT, 
(b) 设 4 一 | 
民 为 非 紧 . _ 
记 2ATXS4) 为 加 (了 ) 中 与 SS， 交换 的 齐 上 次 儿 项 式 组 . 下 


面 的 命题 指出 它 即 为 rlads7)， 
命题 5. 4. 18 (TXS4) = Tr(adir). 


证 明 ” 设 忆 : 限 " 环 良 " 为 章 关 次 多 项 式 组 ， 则 
[es Ple® sz)] 


0 
0 


路. 则 expG4r) 一 | ， | ;5 扎 及 , 相应 的 SS 全 


= 4 [一 47PCe TFDPe™ zyATen x] 
eA adar Ple™ x). C4, 297 
车 PE .BHATXS4); 则 (4. 29) 式 左边 微分 号 中 的 式 与 s 无 关 , 邦 
adar P(e Tz) 二 0. 取 js=0, 可 见 PE .AT (adhr7). 及 之 ;车 PE 
_ 和 (Cadsr), 则 (4. 29) 右 边 为 6, 左边 微分 号 中 的 式 与 * 无 关 ， 
et Ples x) 一 P(x). 


这 说 明王 与 ex 交换 ,PE 思 CPXS4). 品 
命题 5. 4. 18 表 明 分 解 (4. 20) 又 可 写成 

BATD) 一 Radt) 四 PT X 3 ), 《4. 30) 

我 们 还 可 以 写 出 S4 的 一 般 形式 . 注意 ,可 以 把 第 阵 4 瞧 一 分 解 成 

A=5S+N, (4, 31) 


其 中 5 为 半 单 ( 即 在 复 域 上 可 化 成 对 角形 ) 的 ,六 为 幕 零 的 ( 即 征 
在 7 使 N' 一 0} ,而且 SN 一 NS( 参 几 [HSm1】). 
命 是 5. 4.19 设 4 具有 (4.31) 形 式 . 别 
Ti, 当 和 二 0 时 ， 
ca) sl ~ 
下 并 及， 当 天 有时， 
这 里 至 为 集 {exp(tas]1s 握 取 } 的 闭 包 ， 而 了 一 {fexp(VT)1sE 取 } 
tb) 截断 的 正规 形 与 T* 交换 . 
证 明 ”只 要 证 (a), 结 论 人 Pb) 可 由 (a? 直 接 推 得 . 首先 来 证 明 
ANAAY 一 -3) 站 -7rCV)， (4, 327 


215* 


因由 (4 3 ,AAAODAAODIN AAAN). 设 xzE.A4(A). 由 于 有 i 使 
N' 一 0, 及 SN 一 NS, 有 
Sir = CA— N)ir= (— NYr = 0. 
而 S 是 半 单 的 , 故 Sz 一 90, 进而 Nr=Ax 一 Sx 一 0. 这 验证 了 
《4,32) 式 ， 
再 来 证 明 adsr 有 半 单 ads7 和 告 零 adur 的 分 解 


ad sr = adyT 十 ,adwv7， {dd. 33) 

经 直接 计算 ,有 
ada adA， -一 aqa ada ， 《 生 . 342) 
ad 5 一 tada, tt, 4 34b) 


其 中 4 与 4 交换 . 则 由 (4. 34a) ,adsr 和 ad 交换 .再 由 (4. 34b)， 
advw” 为 短 零 ,进而 ads7 为 半 单 ,这 就 证 明了 (4, 33). 
将 (4. 32) 用 到 (4. 33) 式 ,得 
{aad}) = (adst) 门 -tadkr = A (ads) NN -Acadn). 
于 是 由 命题 5. 4. 18 即 可 得 (a). 口 
例 5. 4.20 设 4 为 2mX2m 对 角 和 矩阵 
太一 机 ago 天 0 一 1 (4.358) 
其 中 
7 一 | | (4. 35b》 
1 8 
则 S54 为 集 {diag(R. ,RR..)1sERR} 的 闭 包 ,这 是 紧 Lie 群 . 把 RR”” 
中 元 (zi 和 和 se ，; Ym) 记 作 
= (FR) Fi = Ti 二 iy; €E C= 1 
则 Si 的 表示 可 记 为 
Pz = (eM ye Mig Em 
记 六 一 各 设 gD EES WL 
BECOgE)Y 一 Earpge'” yh 一 Ease 2t. 


rw 入 


Zn ) 


mi 


故 得 z 
(a— BY)+ wm — Pw Con — Pn) = 0. 
C4. 36) 


* li ™ 


闷 若 语 
File) = Cf Fe) ss fz) fn lz)) E 本 a Sa), 


《4. 37) 
fr) -一 之 1 Bs < 一 ] 
则 让 pp2) = 二 ppt22 若 
fi(Po2) 一 ale Hdd 一 ei Yale 
故 得 第 j( 亏 j 所 m2) 个 分 量 应 满足 
(a— Pw (4, 38) 


定义 5.4. 3 ”由 (4. 35a) 给 出 的 4, 或 {%,,…,w,} 称 为 共振 的 ， 
若 存 在 一 组 不 全 为 零 的 整数 记 ,… ,上 ,使 
&ian 十 … 十 中 or 一 0 《4. 39) 
否则 就 称 为 非 共 振 的 . 
车 {ww} 为 非 共 据 , 则 由 (4. 36) ,a==， 
Eg(Z) 一 Eawze 一 pl rdn) EE RK, 
这 里 
Wj 一 zzisf = 11, 
而 由 (4, 38) ,ta 一 站) 一 mi 故 得 f= Cp igs 其 中 志和 gi; 
为 于 1 "+ tm 的 实 男 数 ,7 一 1，……, 产 . 可 诛 | 的 截断 的 正规 形 上 其 有 
形式 
和 ji = zp; tego= 1 . (4, 40) 
或 命 zj 一 ri ,7 二 1 ,2， 则 (4. 40) 为 
r= piri se rr 
8 ,= =g;(Cri,* i) =1,"* 
特别 ， 全 Hp 分 全 傅 事 ,mn 一 由 人 41)， 为 
plrisArs 8= g(ri,2), 《4. 42) 
这 又 与 $ 5 ?让 的 结果 一致 


(4, 41) 


$5.5 模 态 相互 作用 


我 们 已 经 看 到 ,向 量 场 的 线性 化 矩阵 4 决定 了 正规 形 非 线性 
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项 的 一 般 形式 .， 所谓 模 态 , 这 里 是 指 矩 阵 4 的 本 征 值 所 对 应 的 本 
征 空间 .为 研究 分 岔 问题 ,我 们 主要 讨论 实 部 为 零 的 本 征 值 所 对 
应 的 临界 模 态 本章 前 两 节 介绍 的 简单 分 贫 和 Hopf 分 贫 中 出 现 
的 单 零 本 征 值 和 一 对 纯 碟 本 征 值 分 别 对 应 定 态 和 Hopf 态 ,这 是 两 
种 基本 模 态 ， 当 有 多 个 临界 模 态 同 时 出 现 ,就 会 产生 复杂 的 非 线 
性 效应 , 称 为 模 态 相互 作用 . 基本 的 模 态 相互 作用 有 三 种 , 即 Gi) 


- 


定 态 - 定 麻 iii) 定 态 -Hopf; ii)Heopf-Hopf. 本 节 我 们 介绍 这 三 种 
基本 的 横 态 相互 作用 .第 一 种 模 态 可 归结 为 上 一 节 例 5. 4. 14 的 讨 
论 . 为 讨论 后 两 种 模 态 形式 ,我 们 将 引进 平面 上 的 Zs 和 Z:GZ: 等 
变 分 岔 理 论 . 

本 节 内 容 级 较 少 涉及 群 的 作用 , 仅 在 最 后 介绍 在 群 Z 的 作 
用 下 平面 系统 的 定 态 - 定 态 相 互 作用 问题 , 下 一 章 在 $ 6. 4 中 还 要 
进一步 讨论 等 变 情形 模 态 相 互 作用 中 的 对 称 破 缺 问题 . 


5.5.1 基本 的 模 志 相互 作用 


考虑 方程 
站 一 Ge ， 《5. 1) 
这 里 Af(0,0) 二 0， 经 中 心 流 形 的 约 化 ,我 们 假定 线性 化 答 阵 4= 
4f(0,0) 的 本 征 值 都 在 虚 轴 上 . 这 样 ,三 类 基本 的 模 态 相互 作用 所 


对 应 前 矩阵 4 可 取 下 列 形式 
GD) [00 GD| 0 7 oii) (人 


这 里 J 了 如 (4. 35b) 式 . 利用 正规 形 理论 ,不 难 写 出 这 三 种 模 态 相互 
必用 的 正规 形 ， 

对 于 0) ,由 例 5. 4.14 中 的 (4.23) 式 ;为 

TI = Xs 二 ZR Tr), 
Ts = Xo PF) 二 re), C5. 2 

其 中 m0) 一 pp(0) 二 W200)==0. 

对 于 全 ) yw 二 Cao0ytd st) 所 恨 :, 由 命题 5. 4. 19,4 所 对 应 的 Sn 
为 风 周 群 8， 因而 方程 (5.1)? 的 正规 形 可 取 与 时 交换 ,其 中 名作 用 
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在 (a zi 平和 曾 上 为 旋转 , 且 保 持 wo 不 动 ， 于 是 ;相应 的 正规 形 为 


uo = pu = G0 一 ries Hs = us + ri (5. 3) 
其 中 Pear 为 zy 二 十 如 :4 的 聘 数 ,满足 
PO) = p00) = gq0) = 0, 7r(0)=1. (5. 4} 
或 记 Zz 二 zo) 二 十 itts 二 Xx; e*，、 则 方程 (5. 3) 为 
T= p， X=—=qx; 由 一 了 《5. 5) 
考虑 到 (0) 王 1, 方程 (5.5) 的 分 岔 特 性 可 由 
T= gCT,A) (5. 6) 
确定 ,其 中 


T= (Kirts) ss, ETA) = Cp TE A qtris ThA) Ta) 
可 见 ,g 可 看 作 Zz 作用 在 民 : 土 的 等 变 映射 因而 zs 二 0 时 ,plxri 
Da) 一 0 对 应 着 定 态 解 ,而 x; 关 8 时， ptziy xisA) 二 g(r yriyA) 一 间 
对 应 着 周期 解 . 

Ci) 中 的 矩阵 4 是 例 5. 4. 20 中 当 w= 2 时 的 特例 .在 非 共 振 
情形 ,方程 (4. 41) 告 诉 我 们 ,其 据 幅 方程 可 归结 为 中 Zs 作用 在 
取 * 上 的 等 变 分 名 河 题 . 

我 们 将 主要 介绍 后 两 种 模 态 相互 作用 ,因而 下 面 先 来 讨论 作 
用 在 民 上 的 Zs 和 2 中 Z, 等 变 分 贫 问 题 . 


5.5.2 之 :等 变 分 岔 问题 
gz 


! 


:一 土 1 作用 在 R* 上 . 由 例 4. 2. 5,Z, 等 变 分 


岔 问题 gE .HE.,(Zs) 可 表 为 
ELT YT :A) 一 直人 一 Lp:9j: 《5. 7) 
其 中 ut 二 ziv 一 Xiy 且 


plO) 一 p.(0) = 9(0) = 0. (5. 8) 
而 RT(g,Z;) 的 生成 元 为 
[p01 ,Loey0], LO 大] L009] Lvp,, vq, ;Lewp, ,wa ]， 


其 中 加 一 am， 
回忆 3 4. 3 中 担 到 过 . 近 和 4 是 内 董 理 想 . 易 证 ‘wv) 是 内 冀 理 


* 它 1 放 。 


想 ,而且 这 些 理想 的 和 与 积 也 是 内 蕴 的 ， 对 ZlZ;) 中 的 理想 .和 
和 和 2,; 记 于 模 
CF = {hh [RE Fj = 1,2}. 
引 理 5.S.1 若 . 叫 ， 多 伺 吕 (2Z2) 是 内 莹 理想 , 且 
(zy FC CC fF, C5., 9) 
则 子 模 [L22 ,2 是 内 蕴 的 . 
证 明 设 eg 一 [pp,9j]E[ 2 饭 ]. 为 证 [名 ,多 ] 是 内 草 子 模 ， 
只 要 验证 gg 经 加 =(S, 卫 ,A)E 多 (Z,) 作 用 后 仍 有 Bg EL ,71]， 
这 里 
KT Ta A) = (Altuso A Bluv, A zx,), 
S = [ jt (5. 108) 
且 4A,B,C,D,E,FES FT) 为 #=z1,v 二 愉 和 4 的 凿 数 ,A4= 
4( ,它们 满足 
4(0) = 0,4(0) = 0,4.(0) > 0,B(0) > 0， 
CO > OFIOD) > 0A 00) > 0. 《5, 10b}y 
我 们 有 
Pg = sgtX,A) = [Cp+ Dug Ep Fgq], 《5.11a) 
这 里 
P= pA vB A),g = 9(A,vB ,A). 《5, 11b) 
” 因 ,221,25 内 获 , 利 用 (5. 10b) 知 由 (5. 11b) 给 出 的 p€ 8， 
9g 忆 2:， 于 是 ,由 (5.9) 知 Cp 十 Dug€ 1,Ep 十 FeqE 名， 而 由 


(5,.11a) 知 ,Pg€ELF82j] 可见 [Ls2; ,2 是 内 效 子 模 . 口 
命题 5. 5. 2 设 g 一 [p,9]€ (2) 满足 (5.8) 及 
PAO PO Pa CONR 0) 天 (5, 12) 
划 & 强 ZP: 等 价 于 | 
hlzrisTrad) = [es 十 Sm 5A Ea] (5, 13) 


其 中 二 sgnp..(0) ,5 二 sgnp,(0) ,se;=sgnp(0) ,5, =sgng.(0). 
证 明 设 芋 一 (8 , 瑟 , 和 所 (Z) 由 (5.10) 和 (5. 11) 给 定 . 记 


+ 22 + 


LLP; 一 gs， 则 由 (5.11a) 知 在 zl 二 x 二 4 一 0 处 
P=P.=Q=0, 
P= CApsP = Cp,, 
P= CBip., ,= FAg, 
QW, 一 EB'ip, + FAg, 十 天 Ba 
QQ, 一 Ep: + FA + Fgq. 

因此 , 若 取 

C= | ,B= p60 |/|p.0) 3,E=0, 


A= (|2p(0) |/| pC0) Diu, 
— Bi(9,(0) /gq, (0))v 一 (gq.(0)/g.(0))4, 


F = |g.C0)| 7 |p (0)/2p1C0) |i, 
则 在 2 一 wz 一 4 一 0 处 
Pus 一 Ze Py = 6 3P, = to = 5, = = 0, 
因此 g 强 Zz; 等 价 于 十 P 使 PE 2, 这 里 
=A) A, 
男 一 方面 ,对 (5, 13) 的 ,由 (5.3) 可 求 得 
RT(CR,Z,) 
= {[v,0], [L000] [Lov] Le:,0], La,0],L0,2]} 
= [A 十 (vl ,A 
则 AART(CR,Z2) 二 2. 由 引 理 4. 5. 1, .名 是 内 荀子 模 . 利用 定理 
4. 3. 5 可 知 
[A A NA] CT Bh, ZL,). 
故 得 g 一 hE 22,(R,Zs) ,这 说 明 g 一 十 (g 一 和) 一. 0 
对 (5.13) 中 的 ,有 
Th ,Ds) = RTCOASZ) + RA) + {hh,) 
= [A 十 (0 十 了 人 [2eiaye [1,0]}, 


由 此 可 见 。Z (Zw) 一 Th,Zs) 四 R{[0,1]), 因 而 加 的 Z, 普 适 开 折 
均 . 
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百 (m :royhay 一 下 十 aeL0, 1 一 上 十 ez， (5.14) 
这 说 明志 的 Z 余 维 数 为 1. 这 样 ,我 们 得 到 Z 余 维 数 为 1 时 在 识别 
条 忻 (5. 8) 和 (5- 12? 下 分 岔 问题 的 解 及 其 普 适 开 折 - 
对 于 较 高 的 Z; 余 维 数 还 可 用 类 似 的 方法 得 到 相应 的 结果 ( 参 
见 [GSS])， 


5. 5.3 关于 定 态 -Hepf 模 态 相互 作用 


如 前 所 述 ,可 利用 五 等 变 分 岔 问题 的 解 来 讨论 定 态 -Hopf 模 
态 相互 作用 . 我 们 将 主要 考虑 忆 余 维 数 为 1, 朋 (5. 13) 式 中 与 一 所 
一 1,6 一 一 1 情形 . 记 z=xzt,y 一 x;。 旭 相应 的 普 适 开 析 (5. 14) 为 

Hrsysh a) = (rl yer ey), 一 士 1， 


(5.15) 
而 (5.15) 的 分 全 图 由 下 面 两 组 解 曲线 组 成 
y— 0 A= wx, (5. 16a) 
za, y=A— a, (5. 16b) 
其 稳定 性 可 出 扎 许 
aH-|” “> 《5.17) 
Ey Etre oa) 
的 本 征 值 符号 来 判定 . 


从 5.5.2 中 可 见 , 对 于 Zs 等 变 分 合 问 题 (5. 7)， 
BOTY A = CPT A), GT, AD) 
的 解 z= 二 0,“ 定 态 " 解 y= 二 p(x,0; 办 二 0 对 应 着 对 称 ,“ 周 期 " 解 p 
二 gq 一 上 对 应 着 平凡 迷 向 子 群 . 对 于 (5.15) 式 ,4 日 沿 解 曲线 
(5. 16a? 的 两 个 本 征 值 为 实数 2z 和 sla 一 x). 在 解 曲线 (5. 16b) 
上 ,利用 
det dH —— 2ey:, tr dH 一 2a， 
可 见 &% 一 1 时 有 两 实 本 征 值 ,而 8 一 一 1 时 则 可 能 出 现 非 实 本 征 值 ， 
即 可 能 出 现 不 变 环 面 ， 
为 讨论 出 现 不 变 环 面 的 可 能 性 ,我 们 对 五 作 一 扰动 ,比如 说 ， 
添加 一 高 阶 项 使 之 为 


二 2 a 


H= (r+ yA (r+ Yo Oy. C5, 18) 

在 55. 18) 的 非 平凡 解 
=a— ,A=r 二 yy 《5. 19) 
上 ,利用 
det dH = 2(1 一 27)Y, 
tr dH = 27 — y) = 2(2T — oa), 

可 见 在 原点 附近 det 4 如 >0, 而 tr 4H 在 x== 亿 附近 会 变 导 , 且 
dH 的 本 征 导 将 模 截 穿 过 虚 轴 ， 这 说 明 会 出 现 Hopf 分 贫 ,而 在 定 
态 -Hopf 模 态 相互 作用 的 振幅 方程 中 则 会 出 现 周 期 解 , 它 对 应 着 
原 方 程 正 规 形 中 的 一 个 不 变 的 2 维 环 面 . 我 们 用 * 表示 沿 此 分 支 可 
能 分 倪 出 不 变 环 面 ,这 样 , 可 得 到 本 问题 的 分 倪 图 ,如 图 5. 5. 1， 


图 5.5.1 正规 形 fazz 十 说 一 册 CI 一 a) yy 二 赔 Y》 
运用 类 和 似 方法 ,还 可 以 讨论 其 他 类 型 的 定 态 -Hoptf 模 态 相互 
作用 . 


5.5.4 ,等 变 分 分 问题 


设 T=D, 之 ZZs 作 用 在 V= 恨 上 的 . 设 g€E.H(D;) 是 等 变 
分 岔 问题 
启 [ 工 YA = Cp TU 三 [ 力 ,g]，T5. 20) 
其 中 一 x ,wv 一 ,p00) 一 yg(0) 一 0. 记 在 (wv 办 一 (0,0,0) 处 
A 二 psB= Pad BC=gDo gp =m. (5.21) 
命题 5. 5.3 设 gEA(Ds) 如 (5,20), 而 A, 呈 ,C, 门 ,aa 请 如 
(5. 21) 给 定 .着 这 些 系 数 还 满足 非 退 化 条 件 
ADaBCAD — BOICAB — CO BR — Da) 0, {5.22) 
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则 EB 强 D, 等 价 于 
并 (sy = [ew ew Ed,bu tt Ev EA], 

其 中 
El = sgntA},e, = sgna,es 一 sgnD,&, 一 sgnp, 

dA Erg sd FF Eby dab FF 6s. 
证 明 设 =(5, 针 ,DE BOD,) ,其 中 
Nrsysd) C= puso Mr, Hu v0 AY), 
E Fry 


CT Yon 
3 = Gry HH 


E,F,G,HESD,),H 
PO0) > 0.800) > 0,.E(0) > 0,H(0) > 0， 
记 Dg=[P ,0Q]. 则 


P= Eplup’ ,va ,A 十 Fog(up’ ,wg ,A), 
Q = Gup(up’svg ,A) + Hqtup’ ,vg ,a), 
因此 ,在 (x,y ;二 00,0;0) 录 
P=R= 0, 
P, = Ep,p’:,P, 一 五 疡 .已 ， 一 Ep,, 
全 . 一 Hoag.p’ :2, 一 Hoga.g’ :全 一 Hg 
取 
Fo=G0,E= [请 (0 ,FH = |@C0)1 
B= |P(O0)/P(0O) 入 ,3 王 |q(0) /gC0) i. 
则 
Pt0) = &,P, (0) = BI i 万 |， PC0) — £;, 


Qc0) =C| 419Q， 一 é& (0) = &. 
BIB | cla 
信 a=Blipl,6=Cla41: 则 


De 一 一 下 他 mi ,加 (DD,», 
于 是 , 按 定理 4. 3.7, 只 要 证 
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LA a CT A RTh,D,). (5. 23) 
记 (5,23) 右 边 为 .回忆 例 4.2. 4,RT(g ,Ds) 的 生成 元 为 
Lp,0],L0,9], LO,wp], Lve,0], Lp,, wa,], Lvp, ,veo,], 
5. 24) 
而 .各 只 要 证 明 (5. 23) 左 边 的 生成 元 的 基 
La: :0 » [aw ,0 ， [vw ,0] Lad, » [va,0j ,LX ,0] 
[oz 了 [oz Lo] [LO, wl, LowA], LO, ] 
都 在 闻 中 , 首先 ,由 
vip ig | = LAwv ,Cur |, 
uvp, vg, = LBuv, Duv] 
及 55.11) 知 [ee 0j] :LOG F. 进而 ,从 
uwL0,g), LO.upl],u[Ld,9], [0 ,up] 
的 展 式 及 (5.11) 知 [vw,0],[wA,0jF0,z],[0,wA]E€ 由 
upog d= LA Cw], wapst)] = LAuA,Cua] 
及 4 隆 0 知 [ee ,0j,[x4,0]€ 8. 类似 地 ,由 w[p,,9,]vA[p,,9,] 的 表 
式 及 万 关 0 敌 Lo [0,ojE ,最 后 ,从 ALp;0];4L0,gj 的 表 式 
及 aB 了 关 0 可 看 出 [XW,0],[00, 必 ]E 8. 这 就 验证 了 (5. 12) 式 ， 0 
注意 ,利用 (5. 24) 和 (5, 23) 式 可 得 
TOh, Ds) =RT(GE,D;s) + {hh} 
一 wa 好 (中 ) 十 取 {[ez 十 四 十 en,0]， 
[Oba vt aA), [Leusbu)l, Lav, ew | Les,e, 1} 
掏 见 
2 (Di) = TDs) + Ri{fv,01, [0,u3, [0, — £4]}(5.25) 
而 且 不 难 验 证 (5. 25) 是 直 和 ,因此 codimw,4 一 3,h 的 DD: 等 变 普 适 
开 折 为 
HOryyAa ba) = [eu + av + eb + ev elA— a)]. 
‘5, 26) 


5. 5. 5 关于 Hopf-Hopf 权 术 相互 作用 
对 于 Hopf-Hopf 模 态 相互 作用 ,方程 (5. 1) 
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中 一 fw,Ay, FAD, 2A) 二 0. A= Af0,0), 


这 里 
ch 站 0 一 1 
a | | WW 天 站， | 0 | (5. 27) 
回忆 te ;ww) 或 A 为 共 迫 是 指 存 在 非 零 整数 训 ,大 使 


kit 十 Btw, == 03 (5. 28) 
否则 为 非 共 振 , 下 面 的 命题 给 出 了 的 Birkhoff 正规 形 . 
命题 5. 5. 4 设 到 XX 限 一 及 :为 Birkhoff 正规 形 ,44 如 
《5. 27) 给 定 ， 
(a) 若 妈 为 非 共 振 , 则 捕 可 吉成 
fz sa Ad) = Ch Pezs)s (5. 29) 
这 里 = 二 zj 十 iyjy 全 忆 ;7==1,2， 加 和 为 |z1|?:; |zo | 和 A 的 复 值 函 
数 使 户 [0) 一 各 istD) 一 fwz. 
kb) 车 凤 为 共 素 ， 即 my 满足 (5. 28); 其 中 大 ,二 为 既 约 , 则 了 
可 囊 成 
fz 2d) = (pig 十 Qi: lh , Pazs 十 qt 1) , (5. 30) | 
这 里 名 ;2 同上 ,pg) 为 | 直上 | 加 12 Re(st 动 ) ,ImCzh 翅 ) 和 4 的 复 
值 孙 数 . 
证 明 (a) 即 为 例 5. 4, 20 中 mm 二 2 情形 . Cb》 作为 练习 . 口 
我 们 在 上 面 指出 ,在 非 共 振 情 形 ,可 将 正规 形 上 写成 振幅 方 
程 形式 56 见 Cd, 41)? 式 中 ). 事实 上 , 记 gl 一 Xe , 2s = Ye, pI 一 疡 十 
| :Psa gg 十 六 7. 则 方程 zx 一 ai 变 成 
T= pr, y= gy, (5. 31) 
0 =r,, j= 1,2, (5. 32) 
其 中 pp,9; 负 ;名 为 4 二 x ， v0 二 YY 和 4 的 实 函 数 , 满 足 +;(0) 二 wj, j= 
1 ,2. 
振幅 方程 (5. 31) 平 衡 解 的 分 岔 问题 已 在 上 面 讨 论 过 《 见 
《5. 20)) , 现 来 讨论 其 稳定 性 问题 . 对 了 :等 变 映 射 45. 20) 
ECTI99A) 一 【 疡 (2 下 DG AY), 
p00,.0,0) 一 gC0,0,0)= 二 0, 其 Jacobi 矩阵 为 
" 226* 


dg = pie2up, 2prry (5. 43) 
2q2y 4 2vg 
只 要 弄 请 dg 的 本 征 值 符号 . 下 面 的 命题 可 直接 验证 ， 
命题 5. 5.5 设 (zy 为 5 一 0 的 解 . 
(a》 若 《zyyy 为 平 斤 解 ,或 纯 模 解 ( 即 x 二 0 或 y= 二 0), 则 dg 
为 对 角形 ,其 未 征 值 为 实 , 符 号 有 三 种 情形 ， 
[平凡 解 :sgn p(t01,0,4), sgn adDy DAD， 
fi 工 横 解 :sgnm 机 (0 ，sgn gt; ;1). 
Cii》y 模 解 :sgn pt0;,y,A) ，segnm 9g,(0,y,A), 
《b) 若 (x,y: 们 为 混合 模 解 ( 即 > 天 0 且 y 隆 0), 则 在 {x,y, 轴 处 
sgh det(dg) = sgn (pgs — po)s 
sgnh trfezr] = sgn (ap, + vo. ). Uj 
命题 5.5.6 设 8 为 Ds 等 变 分 盆 问 题 , (asyy 为 其 堆 点 .着 
(zy 满足 下 列 条 件 之 一 , 见 呈 在 Di: 等 价 下 凑 稳 定性 保持 不 变 、 
(i) 《zy 为 平 几 解 或 纯 模 解 ; 
(Ci (zyq) 为 混合 模 解 昌 det(ag)eoa< 3 
Kiii) (zy 为 混合 模 解 ,det(dE)。 wm>0, 是 在 原点 处 如 go 人 > 


证 明 参见 [GSc5j. 口 

由 上 面 的 命题 可 进一步 得 到 g 的 分 倪 图 ， 

现在 再 来 介绍 关于 共振 情形 的 一 些 结 果 , 设 me 满足 
《5. 28). 按 命题 5.5. 4(b) ,了 可 表 成 (5. 30), 我 们 注意 ,在 非 共 迫 情 
形 , 按 命题 5.5.3, 若 (5, 320) 中 gg 的 系数 满足 非 退化 条 件 ; 则 &g 的 
三 阶 以 上 的 项 可 以 不 去 考虑 . 因而 ,我 们 说 共 杖 45. 28) 为 弱 的 ,车 
《5- 30) 与 (5. 29) 在 下 展 到 3 阶 项 时 的 形式 相同 ， 否则 即 为 强 的 . 答 
易 验 证 , 仅 当 包 十 如 所 4 时 出 现 强 共 振 ,不 妨 设 如 尖刀 , 则 强 共振 有 
以 下 几 种 

ksk = 1:1, 2:1, 3:1 和 4:1. 

进一步 讨论 可 参看 [Ar2] 


* 二 站 了 = 


5.5.6 关于 ZZ 等 变 向 量 场 


最 后 介绍 一 下 平面 上 Zz 等 变 向 量 场 的 局 部 分 岔 问题 ， 我 们 
知道 ,这 种 阿 量 场 的 一 般 形式 为 
dziat = pilus) 十 Gamp)az 1 了)， C5. 34) 
其 中 z=z 十 iyEC an 二 zz ,v= 一 2" 十; 户 和 9 为 ww 和 和 ww 的 复 值 阴 数 . 
这 类 向 量 场 的 分 岔 问题 的 研究 也 是 具有 对 称 性 的 平面 系统 中 的 一 
个 引信 注目 的 课题 . 
我 们 写 出 f(z) 展 式 的 前 几 项 
fz) 一 十 as 十 ie 十 ze ld 1 
注意 到 在 mm 委 4 时 **! 项 会 “影响 ”到 前 面 各 项 . 类 似 于 上 一 小 节 的 
枉法 ,我 们 把 mw< 4 情形 称 为 强 共 振 , 而 mm 之 5 时 称 为 弱 共 振 . 下 面 
对 此 稍 作 讨论 . 
六 一 1 时 为 无 对 称 , 经 用 正规 形 理论 方法 ,其 非 退化 形式 可 写 


成 
To 二 y, 
和 一 at: 十 bry, 
二 2 时 可 写成 
二 y， 
= er 十 ty。 
mm 一 3 时 会 线性 项 ,为 


z 二 这 十 av: 十 Bri,a,BEC. 
我 们 指出 ,yg 才 0 时 可 设 |g|= 二 1. 因 若 不 然 , 可 通过 变换 z= 二 w/|p|， 
t 一 zA |p|, 达 此 目的 . 类 似 地 ,mr 二 4 时 可 写成 
z= pe oz Per E C,|x| = 1. 
mm 之 5,; 即 习 共 振 情 形 ,x" :项 比 最 低 的 非 线性 项 zz 的 次 数 高 ,对 
整个 系统 产生 的 影响 也 较为 次 要 . 其 非 退 化 形式 写 出 来 为 
站 一 /入 十 加 二 各 十 0 人 十 十 ti 十 21 

其 中 9 一 [ma 一 1)72] ，Re a0; 0， 

对 于 上 述 向 量 场 的 分 岔 和 开 折 问题 的 进一步 讨论 可 参看 
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[LAr2j 和 [CLW]j 及 所 引 的 文献 . 
习题 五 


5.1 研究 方程 
尝 二 吕 一 二 4 一 山 十 烩 吴 一 此 十 刀 竹 一季 (名 ) 


Fe 
在 零 解 处 的 稳定 性 与 分 岔 问题 ,这 里 zx 为 定义 在 t 蒂 0.0<z<sr 上 


的 实 值 陋 数 ,满足 边 值 条 件 - 
u(t,0) = P(r) 一 0 


5.2 设 
=A But ww, 
和 D1 
证 明 该 系统 在 平衡 解 x=( 沁 十 让 ,v= 和 4 附近 会 出 现 等 价 于 x 十 


(十 a}z 二 0 的 Hopt 分 倪 ， 
5.3 设 OC2) 标 准 作用 在 CDC 上 ,县 
TO] 
《dy = 民 


求人 的 DC) 等 变 的 正规 形 ， 
5.4 设 互 等 变 分 岔 问题 
KC ?了 2 yA) 一 (Cpus vA) sO0CH Us A Ta) 三 [psgj， 


其 中 =zi,v=xi. 车 py9 在 二 x 一 4 一 0 处 满足 
p=, = ps, C=—=4 = 有 0 及 Ps 一 pp — dy EVO, 


证 明 8 强 Z: 等 价 于 
真一 [sz 十 且 om 十 SA 


其 中 二 = sgn pow (0), 8 二 sgn p, (0), é = sgn pr(0), 5& 一 


Edt | ， 


sgn 9,.(0), 
5.5 证明 命题 5, 5. 4{b). 
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第 六 章 “ 对称 破 缺 理论 


对 称 破 缺 理 论 研 究 方 程 解 的 对 称 性 变化 , 这 也 是 等 变动 力 系 
统 的 分 分 理论 要 解决 的 一 个 基本 问题 。 本 童 先 在 § 6. 1 和 6.2 中 
介绍 定 态 分 贫 和 Hopf 分 贫 的 对 称 破 缺 理论 . 为 有 效 地 运用 了 工 等 
变 的 Hopf 分 合理 论 , 我 们 在 $ 6.3 中 介绍 工 X& 的 迷 向 子 群 和 不 
变量 问题 ,同时 着 重 讨 论 0(2) 等 变 系统 中 的 Hopf 分 岔 问题 ， 最 
后 在 $6.4 中 就 DC2) 对 称 情形 的 模 相 互 作用 讨论 其 对 称 破 缺 问 
题 ， 


§ 6.1 征 态 分 色 的 目 发 对 称 破 缺 


本 节 主要 介绍 作为 定 态 分 岔 对 称 破 缺 理论 基础 的 等 变 分 支 引 
理 及 关于 稳定 性 的 理论 . 最 后 讨论 SO(3) 和 O(3) 群 的 对 称 破 缺 


6. 1.1 等 变 分 支 引 理 


设 紧 Lie 群 了 作用 于 空间 V=- 取 " 上 ,gE 字 。(T) 为 工 等 变 分 
使 问题 ,满足 g(0,)==0. 我 们 考虑 微分 方程 


= sr， C1, 1) 


设 z( 昌 为 (1.1) 的 一 个 解 ， 刚 由 命题 5. 3., 8 可 知 ,x( 人 2) 的 迷 癌 子 群 
Zn = {YY ETT) = xz} (1. 2) 
与 i 的 取 法 无 关 , 因 此 也 把 三 =, 称 为 解 xt) 的 迷 向 子 群 ， 今 设 
g(t0,) 三 0; 且 方程 (1. 1) 的 解 x=0 当 4<<0 时 稳定 ; 当 4 汪 0 时 不 稳 
定 . 车 在 4 一 0 处 出 现 的 非 零 解 + 一 x() 使 其 煤 向 子 群 了 和 皇 T; 则 称 
比 解 z( 由 为 平 几 解 z 一 0 在 4=0 处 的 目 发 对 称 破 缺 (参见 例 


1.1.10). 对 称 破 缺 的 一 个 基本 问题 是 ;是否 对 于 T 的 每 一 迷 向 子 


+ 


群 卫生 了, 都 有 ( 非 零 ) 解 与 之 对 应 . 下 面 的 一 些 命题 表明 ,具有 一 
维 不 动 点 子 空间 的 迷 阿 子 群 会 引发 这 种 对 称 性 破 缺 ， 

命题 6. 1.1 疫 卫 作用 在 空间 V 上 ,Fix(T) 一 {0}. 设 SCT 

为 类 身子 群 ， 满足 dim Fix (5) 二 1. 车 TT 等 变 分 省 问题 gg 七 
史 si) 满足 (agoofuo) 天 0, 其 中 四 皇 FixfZ)， 则 存在 g(x 入) 二 
0 的 光滑 解 (twos 太 (2)). 

证 明 由 于 g(Fix(2)) CFix(3), 可 设 g(tvo0)4) = ,Av 
于 是 由 命题 3. 4. 1, (0,)w0 一 g(00,4)= 二 0, 芍 可 命 有 h(i,2)= 二 tk(z， 
A 由 于 g 是 分 合 问 题 ,g 在 原点 处 关于 工 的 导数 (dg)oo= 一 0 这 
草 洱 &(0,0) 一 0. 而 名 (0,0)ww 二 (dg1)ow (v0) 关 0. 运用 隐 范 数 定 
理 可 见 存在 4= 4 使 E(t,A00) 二 0, 即 jgGww;A(0)) 三 0. 局 

注意 ,由 推论 3. 4. 10 知 命题 6. 1. 1 中 的 吕 为 最 大 迷 向 子 群 , 且 
二 ZY 0。 

我 们 来 分 析 命 题 6. 1. 1 的 条 件 . 首先 , 若 工 ( 非 平凡 ) 不 可 约 地 
作用 于 VY 上 , 则 总 有 Fix(T) 一 {0}. 其 次 ,由 于 T 等 变 分 分 问题 g 
关于 工 的 导数 (dg)o 为 了 等 变 线性 映射 , 故 当 工 绝对 不 可 约 邮 作 
用 于 VY 上 时 ,存在 实 函 数 c 0) 使 (qdg)o; 一 cc)1, 且 cc0) 一 0. 于 
是 ,条 件 (dgx)o.o Cvo) 关 0 等 价 于 dC(0) 关 0. 而 且 ; 由 于 c (和) 是 
(dg)o4 的 本 征 值 , 当 c (0)>0 时 零 解 z==0 对 于 充分 小 的 4 在 4<0 
时 稳定 ,在 4>>0 时 不 稳定 ， 据 此 ,我 们 得 到 下 面 重 要 的 结论 . 

定理 6. 1. 2( 等 变 分 支 引 理 ) 设 

(本 绝对 不 可 约 地 作用 在 VW 上 ， 

(ii) g € a(T) 为 了 等 变 分 从 问题 ,满足 (dg) 一 eCA)1， 
ED， 

(Ci) 有 CT 为 迷 向 子 群 , 使 dim Fix(Z) 一 1， 

则 六 Cr 一 D 有 唯一 的 非 震 解 支 (teoyt(t) ,使 其 上 每 一 点 对 应 
的 迷 疝 子 群 为 王 口 
例 6. 1.3 本 二 Ds 绝对 不 可 约 地 作用 在 CS 上 , 且 D, 等 变 分 倪 间 
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g{z,A) 一 plustsA)z + qusv,Ae" 1!, 
其 中 二 zz,v 一 去 (六 十 六 ), 且 (010,0) 一 0. 易 见 (dg)oa(z) 一 
pC0,0,2)z; 寻 ccCA) 二 p00,0, 力 ， 故 者 满 足 
pi(0,0,0) > 0, (1. 3) 

则 按 定理 6. 1.2,D。 的 最 大 迷 向 子 群 就 可 决定 方程 g 二 0 的 对 称 破 
缺 解 支 ， 

我 们 现在 来 求 这 些 解 支 . 设 g(z,4) 一 0,z 关 0. 首先 指出 ,为 
使 了. 成 为 最 大 迷 疝 子 群 ,z 与 2"! 必 共 线 , 即 Imz"=0. 因 若 不 
和 然 ,Imz”" 隆 0, 风 蕊 二 1 不 是 最 大 的 故 设 Imxz"* 一 0。 对 于 z= 二 re”， 
r>0; 由 e™ERR 知 0 一 rr/mhED 记名 二 re 考虑 到 =e>" 
的 必用 ,只 需 讨 论 二 0 和 和 1 情形 

当 率 二 0 时 z= 二 +, g 王 0 等 价 于 


pliri sr * Ai 十 mr 24) = 站。 (C1. 4) 
当 明 二 1 时 z= 二 re””, 府 g=0 等 价 于 
plri, 一 rr g(r, — "A) 二 0. (1.5) 


方程 (1. 4 和 (1. 5) 的 解 分 别 是 由 最 大 迷 向 子 群 Ce 和 Z,(5x) 决 
定 的 , sm 为 奇数 时 这 两 个 子 群 是 共 辊 的 ( 见 例 3. 4. 7}. 最 后 我 们 
指出 ,由 于 条 件 (1. 3), 从 上 述 方程 用 隐 函 数 定理 得 到 的 相应 非 零 
解 确 存在 ， 

等 变 分 支 引 理 还 可 应 用 于 映射 ,得 到 其 不 动 点 和 周期 点 . 

命题 6. 1. 4 设 紧 Lie 群 荆 绝对 不 可 约 地 作用 于 V 上 ,gE 
ZT); (dg)ou=cCOVDI. 设 巡 向 子 群 CT 满足 

dim Fix (3) 一 1. 

ka》 车 ct0) 二 1 且 c C0) 了 0, 则 gg 在 Fix(Z3) 中 有 唯一 的 不 动 点 
支 {3i 8 一 X90 二 人 0 

Cb》 车 ct0)== 一 1 且 忆 (0) 关 0;, 则 gg 在 Fixt) 中 有 唯一 的 2 周 
期 点 支 fom) Ca) 一 wy Xo 二 0 这 时 发 生 周 戎 倍 分 (periodic 
doubling)}. 

证 明 (a) 对 gg 一 14 应 用 定理 6. 1. 2 即 得 . 
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Cb》 对 gg 应用 (a} 即 得 . 口 
这 里 需要 指出 的 蚌 , 在 等 变 分 支 引 理 中 空间 VV 的 绝对 不 可 约 
的 假定 是 通 有 的 . 这 里 所 谓 通 有 (generic) 可 以 看 成 是 对 于 一 般 的 


等 变 分 分 问题 FE 8 ,TT), 有 了 的 小 扰动 /使 在 零 空间 人 少 
(4.) 上 绝对 不 可 约 , 其 中 4 一 &ACo,0)， 


命题 6. 1.5 设 工作 用 在 RY 上 ,GE 加 (TD 且 G0,0) 一 0. 
记 W=N(AG)oo. 则 通 有 地 ,在 WW 上 的 御用 为 绝对 不 可 约 ， 

证 明 我 们 这 里 仅 给 出 证 明 概 要 . 

首先 断言 ,T" 在 YW 上 的 和 作用 可 假定 为 不 可 约 的 . 事实 上 ，, 记 

V=VD" DV 
其 中 Vj 为 不 可 约 , 取 到 为 (9G)6,s 的 非 零 本 征 慎 所 对 应 的 广 闵 本 
征 子 空间 之 和 . 则 RR*= 二 VOW. 定义 M: 取 "~ 了 "为 满足 
MIW =0, MIV =0 MIV = Idy .> 1， 
的 (唯一 的 ?线性 映射 ， 设 sE 及， 考虑 工 等 变 扰 动 
人 = GtaA) + ez. 

(dGe)o.e 的 本 征 值 在 V 上 为 0, 在 允 上 为 非 零 . 对 避 在 (0,0) 附 近 
运用 Liapunoy-Schmidt 简约 得 到 Vi 上 的 分 倪 问 题 .由 TT 在 VY, 上 
的 作用 为 不 可 约 验证 了 上 述 断 言 . 

现在 可 以 考虑 分 盆 问 题 gE (TIT) ,xEV, 这 里 不 可 约 地 
作用 在 VW 上 . 则 go0, 轨 王 0 记 等 变 线 性 上 映 射 空间 多 二 ir(V)， 则 
多 同 构 于 及 , 必 或 王 , 其 中 针 兰 及 博 形 表明 工 的 作用 为 绝对 不 可 
约 ， 线 性 映射 二 一 (dag)o 为 多 中 的 基线, 且 过 不 点 ,Lo=0. 通 有 
地 ,可 假定 曲线 工 , 在 4 一 0 处 有 非 零 切 向 量 , 即 p= (4/a0D|;-o 关 
0 

我 们 来 证 明 , 若 了 在 V 上 的 作用 不 是 绝对 不 研 约 , 则 存在 
的 小 扰动 g., 使 得 它 在 河 点 附近 无 定 态 分 合 . 事实 上 ,这 时 由 于 
dimn2>>1 ,我 们 可 取 0 关 8E 久 使 p 和 5 线性 无 关 . 命 [等 变 拓 动 

BTAd) = g(r,A) dx. 

则 电线 (ago 一 (dg 加 十 上 一 五 十 过 对 于 0 附近 的 机 不 为 零 ， 我 


" DFI" 


们 指出 ,g 无 定 态 分 贫 ， 因 车 不 然 ,a 一 互 十 eB 有 和 零 本 征 值 , 即 存 在 
z 天 0 使 av 二 0. 由 aE 红 非 零 知 o! 存 在 , 则 xz 一 lp 一 olao 一 co-40 
一 0, 得 出 矛 圭 ， | 

据 上 , 通 有 地 ,要 使 G 有 定 态 分 合 ,T 的 作用 可 设 为 绝对 不 可 
约 . 


6. 1. 2 稳定 性 


给 定 方 程 (1.1), 其 中 gg 适合 定理 6.1.2 中 的 条 件 Ci 一 击 》>， 则 
由 定理 6.1. 2 给 出 的 4 唯一 艇 Co at ,A(0) 二 0, 或 方程 (1.1) 
的 平衡 解 , 当 50) 一 0 时 称 为 退化 的 ; 当 入 (0) 隆 0 时 称 为 跨 临 界 
的 ,此 时 ,对 于 充分 小 的 奔 0, 防 解 当 码 (2 过 0 时 称 为 亚 临 界 ,A 
(D>0 时 称 为 超 临 界 / | 

定理 6. 1.6 在 定理 6.1,2 的 条 件 生 一 诞 ) 下 ,， 设 所 得 的 非 零 平 
衡 解 (ewo，,AC(2)) 为 跨 兆 界 , 则 此 解 为 处 机 定 . 

证 明 ” 先 设 为 亚 临 界 ,zA' (2) < 之 0， 注意 ,在 命题 6.1, 1 的 证 明 
中 gltvosA) 二 htt Av 一 # Rtt ,Avo 及 Cf,ALt)) 二 0， 由 于 

dg (too A = h(t A)vo, 
识 (A) 为 dg (toos: 4) 的 本 征 慎 ， 内 要 证 明 对 充分 小 的 1, 态 (f， 
AA(2))>0. 因 
Rt A + kt ACGINA' (ft) = 0, 
故 有 
RAF A = th (tA) = tA CBA CY. 

由 条件 ,ec C0) 守 0, 可 得 名 (0,0) 半 0， 因而 商人 At 与 一 
tA' (DD 同 叶 , 即 为 正 . 

再 设 为 超 临 界 ,zA' (2) 汪 0， 作 Taylor 展 式 

graA) = cr gr T+ Ozll), 
其 中 4 为 z 的 二 次 项 . 则 有 
trtad gtzr,A)) 
= nctAa) +trtdgqtr Aa) + Orz), (1. 6 

这 里 2 一 dim VW. 
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断言 1 trkda(zr 7) 一 0. 
证 明 由 等 变性 ,dq(Yz,) 一 Yd.g(x,DY-1(Y YET). 故 
trid gr ra) = tr(do(r, Ad ). 

这 说 明 * 一 tradetz yn 为 工 不 变 线 性 订 数 . 由 于 Fix(T)== 10}， 
由 命题 3. 4. 1 知 tr(dq (lz, 四 ) 二 0. 有 断言 1 得 证 . 

由 (1. 6) 式 , 断 言 1 表明 

trldg(twos AACN) 一 下 CN(E) 十 加 (22) 
= nc OA ON + Of) > 0 

对 充分 小 的 上 这 说 明 dgtvs,A(t)) 存 在 具有 正 实 部 的 本 征 值 , 即 
解 不 稳定 ， 口 

在 退化 情形 ,我 们 有 

命题 6. 1.7 在 定理 6. 1.2 条 件 (i 一 让 下, 设 所 复 的 非 零 解 
【try 人) 是 退化 的 , 即 ACQ0) 二 0 又 设 g|Fix CZ) Xx 10) 的 Taylor 
展 式 有 非 零 项 , 且 对 gg 的 二 次 项 gdeqtwvo;0) 有 非 绽 虚 本 征 信 ， 则 
此 解 Ceoo ,AC)) 不 稳定 . 

证 明 在 定理 6. 1. 6 的 证 明 中 我 们 看 到 

dg too AY = eA + dglto, AY) + OU), 
因 c(0) 一 0 及 A000) 二 A (00) 二 0, 有 ctA(2))= 二 QCx)， 又 由 于 
d(xA) 关 于 之 为 线性 且 40) 一 0, 故 

dd vo AA) = td v0 A = fd.9 v0) + OO). 
于 是 dg twosACD) 一 + dg(vwo10) 十 OU}， 由 定理 .11,6 证 明 中 肠 
言 1 知 trCdglwo,0))=0. 因为 dgtw;0) 有 非 纯 虚 本 征 值 ,所 以 
dzqgtve;0) 有 其 正 实 部 的 本 征 值 和 具 负 实 部 的 本 征 值 ， 因 而 对 充分 
小 的 ft 天 0,9.g ttwo，ALt)) 总 有 具 正 实 部 的 本 征 值 ,这 说 明和 解 不 稳 
定 . 吕 


6. 1.3 关于 SO(G3) 和 0O(3) 群 


设 群 TT 绝对 不 可 约 地 作用 在 展 " 上 ， 从 等 变 分 支 引 理 ( 定 理 
6.1.2) 中 我 们 看 到 ,在 非 退 化 条 件 下 ,可 以 把 对 称 破 缺 问题 的 解 归 
结 为 求 工 的 满足 条 件 dim Fix(Z)==1 的 迷 向 子 群 三 ,这 样 的 迷 疝 子 
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群 也 是 最 大 的 . 在 例 6. 1.3 中 已 描述 了 两 面体 群 B。 中 这 样 的 迷 向 
子 群 ,现在 来 考 虚 T=SD(3) 和 0(3) 的 情形 . 

先 来 看 SO0G3) 的 子 群 。SQC3) 群 可 着 作 及 :中 绕 诛 点 旋转 的 刚 
体 运动 ,其 子 群 作为 平面 群 有 下 面 几 类 :(i) 保 持 取 : 中 过 原点 的 基 
条 直线 /不 变 的 SO(2) 群 ;再 考虑 到 关于 直线 二 的 反射 ,可 得 到 ， 
(i) 子 群 OC2); 作 为 OC(2) 的 子 群 又 有 Gi)D, 和 (Cv)Z tm 字 2). 

除了 这 些 ( 非 平凡 ) 子 群 外 ,SOt3) 还 有 三 个 例外 的 子 群 ,它们 
是 :tv) 保 持 正四 面体 不 变 的 四 面体 群 T, vi) 保持 正方 体 不 变 的 八 
面体 群 和 (vii) 保 持 正 十 二 面体 不 变 的 二 十 看 栖 群 [. 

事实 上 ,利用 多 面体 的 项 点数 e, 边 数 上 和 面 数 了 所 满足 的 
Euler 关系 

eC 一 目 十 了 二 2 

可 推出 ,及 ?中 由 正 户 边 形 , 且 每 个 顶点 有 gg 个 面 组 成 的 正和 多 图 体 
{p;9}) 共 有 五 种 ,它们 是 ， OQ 四 面体 {13,3}), (让 六 面体 {4,3} ii) 
上 从 面 体 13,4} ,tiv) 十 二 面体 {15,3} ,(v) 二 十 面体 {3,5} 

不 难 验证 ,根据 对 偶 性 ,0O(3) 中 保持 这 些 正 多 面体 不 变 的 子 
群 就 是 四 面体 群 T , 八 面 体 群 @ 和 二 十 面体 群 ! 三 种 . 这 三 种 群 的 
阶 数 分 别 为 12,24 和 60, 且 它们 分 别 同 构 了 于 交错 群 A,, 置 换 群 和 和 
区 销 群 A;. 

据 上 所 述 , 可 得 到 下 面 的 绪论， 

命题 6. 1.8 SO(3) 中 每 个 ( 非 平 几 ) 闭 子 群 都 与 下 述 群 之 一 
共 郝 ;G62) ,SGC2)，D, ;ZCm2 守 2),T 了 ,加 ,和 1. 口 

我 们 已 在 $3.3 中 介绍 了 SD(37 和 ft3) 群 在 齐 天 次 调和 函数 
空间 Vs 上 的 不 可 的 表示 . 下 面 列 出 它们 的 最 大 迷 向 子 群 的 基本 
结果 ,其 证 明 可 在 LGSS] 书 中 找到 . 

命题 61.9 设 SOQ03) 作 用 于 空 尼 则 SO(3) 的 具有 一 维 
不 动 让 于 空间 的 (最大 的 ) 述 身子 翌 为 ， 

O02): 所 有 从 数 下 . 

SO(2); 所 有 奇数 庆 

Da; 此 为 河 数 ,RE/2<2m 近 m2. 
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有 一 6,10,12,15,16,18,20-22,24-28，31-35,37-39,41，43， 
54474449453,59. 

Dk=4,6,8-10,13-15,17;,19,23. 

了 :=3,7,11. 0 

对 于 群 Q43)? 也 有 类 似 的 作用 . 作 投 射 r:Q(C3)-SO63) ,这 是 
同 态 , 其 核 为 Zz( 二 { 土 1})). 我 们 可 以 把 Qt43) 的 子 群 分 三 类 .(1) 
SO(3) 的 子 群 :CI ) 含 一 了 的 子 群 ;(E) 不 在 SC3) 中 且 不 含 一 了 的 
子 群 . ( 工 ) 类 子 群 已 在 S063) 中 讨论 过 . (I) 类 子 群 可 表 为 2 中 
束 ; 其 中 2 为 SOD(3) 的 子 群 . 在 这 里 一 了 的 作用 有 了 两 种 ,一 是 作为 
单位 元 ,情况 同 (1 ) 中 的 一 样 ;二 是 对 各 坐标 变 号 ,其 作用 只 使 原 
点 不 变 , 而 合 这 样 元 的 子 群 不 是 最 大 迷 向 子 群 ,也 不 必 考 虚 ， 因 
此 ,我 们 只 要 考虑 O(3) 中 的 5 下) 类 子 群 

设 H C003) 为 (1 ) 类 子 群 ,由 一 /总 H 知 x|H:H 一 x(H) 为 同 
构 . 对 于 群 K 的 子 群 L, 回忆 工 在 K 中 的 指标 是 指 陪 集 K/L 的 
个 数 . 

引 理 6. 1. 10 (al) 设 HCOC3) 为 (和 丰 ) 类 子 群 . 则 子 群 HH 门 
SOC3) 在 xCH) 中 的 指标 为 2， 

(b) 设 有 子 群 LCK CSQ(3) 使 工 在 K 中 的 指标 为 2, 则 有 唯 
一 的 (下 ) 类 子 群 CO(G3) 使 xCH)=K 且 五 门 S0(03) 一 于 

(Ce}) 记忆 ) 中 HH=(K,L), 则 CH ) 类 子 群 (在 巷 意义 下 ) 有 下 
面 五 类 ， 
O02)- = (O02),95002)), 四 -一 (0,T). 

D: = (Ds, Zs), Di. = (Ds Ds), Zi = (Vos To). 
证 明 (Ca) 刻 一 HN 门 SQO(3). 若 76EHNL, 则 六 16EL， 或 用 E 
XL. 这 说 明和 7 属于 LL 在 H 的 同一 前 集 , 可 见 L 在 H 中 的 指标 
为 2, 在 同 构 x|H 下 L 在 xH) 中 的 指标 也 是 2. 

(b) 记 003) 中 的 翻转 R= 一 I. 命 H==LUL, 其 中 了 = {RY|Y 
和 KK\L). 利用 二 在 KK 中 的 指标 为 2 及 RR 与 $0(3) 中 元 交换 易 验 证 
H 是 群 , 旦 具有 性 质 HH) 二 K 和 H 门 SQC3) 一 L. 者 又 有 OC3) 的 
子 群 H' 满 足 该 性 质 , 则 由 H 门 9003) 一 L 和 xCH 7 二 K 知 LCH 
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且 HL 中 元 7 满足 RyE8SDO(03D) 门 攻 . 由 RR: 一 了 知 Y 一 RCRY), 可 
见 YELI, 这 说 明 H'CH. 而 在 同 构 x|H' 下 L 在 H' 中 的 指标 为 2， 
故 于 二 =H. 

(c 将 (ED) 类 子 群 的 关系 列 出 即 得 . 品 

注 6.4.41 引 理 6.1.10tb) 的 证 明 也 给 出 『 了 CE) 类 于 群 的 构 
造 法 . 

由 引 理 6. 1. 10 可 得 ， 

命题 6. 1. 12 D(3) 中 每 个 闭 子 群 都 与 下 列 群 之 一 共 辑 ， 

(0) SO(3) 的 子 群 ,如 命题 6, 1.8 中 ， 

(0) 中 如; 荆 为 SOC(3) 的 子 群 . 

i) O07 ,O07 ,Dt De Ta 这 里 m 守 2,k>1, 口 

通过 对 迷 向 子 群 的 不 动 点 子 空间 的 分 析 , 可 进一步 得 到 (参见 
[GSS]); 

命题 6. 1. 13 对 于 作 膨 于 VV 的 O063) 群 , 它 的 具有 一 维 不 动 
点 子 空间 的 迷 向 子 群 各 的 信 为 : 

OO(2)- :下 为 奇数 . 

Ok=3,7,9,11;,13,17. 

k=9113,15,17,19,23. 

R15,21,25,27,31 ,33,35,37,39,41,43,47,49,53,59. 

Di :RA/3< 过 mE 这 5 为 奇数 . 

DY :有 一 3. 

(2 四 ZE: 天 偶数 ， 

OGD:£=4,6,8,10,14. 

ID Zi, £=6,10,12,16,18,20,22,24,26,28,32,3 和 4,48, 生 4. 

国 
$ 6.2 Hopf 分 岔 中 的 对 称 破 缺 

与 定 态 分 命 的 对 称 破 缺 类 似 , 等 变 系统 在 发 生 Hopf 分 岔 时 也 

会 出 现 对 称 破 缺 现 象 . Hopi 分 岔 的 对 称 破 缺 有 两 种 类 型 :第 一 种 
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af 满足 


类 型 只 与 系统 的 空间 对 称 有 关 ,我 们 称 之 为 空间 对 称 破 缺 ; 第 二 种 
类 型 的 对 称 琉 缺 不 仅 与 空间 对 称 有 关 ,还 与 分 贫 出 的 周期 解 网 时 
闻 对 称 有 关 , 我 们 称 之 为 空 时 对 称 . 运用 8 5. 2 中 无 对 称 时 Hopf 
分 岔 的 结果 ,前 者 可 简单 地 推 得 , 故 后 者 是 本 节 研 究 重 点 的 . 我们 


“将 通过 等 变 Hopf 分 盆 定 理 来 说 明 空 时 对 称 破 缺 , 并 利用 等 变 的 
Floquet 理论 研究 周期 解 的 稳定 性 . 


6. 2. 1 空间 对 称 与 空 时 对 称 
设 紧 Lie 群 TT 作用 在 V=R 上 , (wu, A)ER XR 有 民 ; 且 设 EE 


名 .TDT) 满 足 
foO,N = 0. (2.1) 


奋起 方程 


durdt = flun,aAy) Co, 2) 


“的 Hopf 分 岔 问题 . 记 4 一 (4f)64， 4 一 4A。. 像 了 $5.2 中 那样 ,我 们 


假定 : 

《Hi》 有 4 有 本 征 值 十 i ,而且 无 形 如 在 居 关 十 1 为 整数 ) 的 本 征 
值 . 

因而 对 于 原点 附近 的 4, 可 设 4 有 一 对 本 征 值 ru) 士 w() 满 
中 zf 一 DO 一 了 

定义 6. 2.1 设 w(t) 为 方程 (2.2}) 的 一 个 ?2x 周期 解 . YET 为 a 
(0) 的 空间 对 称 是 指 Futt)=u(t) yt. 

显然 ,xf 的 空间 对 称 组 成 迷 何 子 群 三 一 3 与 上 的 取 法 无 
关 . 下 面 的 定理 表明 ,满足 一 定 条 件 的 迷 向 子 群 会 引发 具有 空间 
对 称 破 缺 的 Hopf 分 合 . 

定理 6. 2. 空间 对 称 破 缺 的 Hopf 定理 ) 设 紧 Lie 群 工作 用 
在 了 "上 ,FE @ CT) 满 足 (2.1), 旧 (Zou 有 一 对 本 征 值 CA) 士 


wo = 150) C= O00 (0) 2 0. 《2. 3 


.， 设 SCT 是 迷 向 子 群 ,满足 


和 


dim Fix (Z) 一 2. (2. 4) 
则 方程 (2.1) 有 唯一 的 一 族 周 期 为 2r 的 小 振幅 周期 解 ,其 上 每 个 
点 的 迷 商 于 群 为 马 


证 明 . 因 Fix (3) 是 关于 流 不 变 的 , 故 将 C2. 2) 限制 在 Fix (2) 


. 上 并 应 用 上 一 童 中 标准 的 Hopf 定理 (定理 5. 2. 2) 即 可 得 本 定理 结 *… 
论 . Cs. 


对 于 实际 问题 ,在 考虑 到 空间 对 称 的 同时 还 常常 要 顾及 和 四 


上 的 移 相 对 称 . 我 们 来 看 软水 管 的 例子 ， 
例 6. 2.2 水 流 以 速率 4 通过 一 条 悬垂 的 贺 软 管 . 当 4 较 小 、 


时 , 坎 管 保持 悬垂 状态 ,如 图 6, 2, 1(a) ,这 是 系统 的 平衡 态 ; 当 4 增 ” ， 


大 并 超过 茶 一 特定 值 后 , 软 管 出 现 周期 振动 ,此 时 常 取 两 种 振动 - 


式 , 即 在 某 个 紧 直 平面 内 左右 摆动 和 管 端 在 一 水 平面 内 折 作 上 旦 sib) 


周 运动 ,如 图 6. 2. 1(by 和 (ce)， 我 们 指出 ,前 者 属 空间 对 称 ,后 者 属 
空 时 对 称 ， 


图 5. 2.1 
事实 上 , 软 管 未 端的 振动 于 它 所 在 的 平面 上 具有 OC(2) 对 称 
性 ， 当 4 较 小 时 , 软 管 处 于 平衡 态 ,未 端的 对 称 性 为 O(2), 当 1 增 、 
大 时 ,对 应 于 前 一 种 左右 摆动 的 振动 方式 ,在 关于 未 端 运动 直线 的 
翻转 “的 作用 下 不 变 , 即 出 现 以 Ztx) 为 迷 向 子 群 的 空间 对 称臣 :… 
缺 ; 而 对 应 于 后 一 种 作 圆 赂 运动 的 振动 方式 ， 考虑 到 S 群 对 于 周期 ， 


“了 和 全。 


Jj 


” 解 x(o 的 移 相 作用 ,2 人 gb = 十 让 ,未 端 周 期 运动 的 对 称 群 是 
(2) XxS 中 由 (CR 生成 的 一 个 子 群 ， 
RATT)utt) 一 下 人 十 2) 一 二 (人 3)， 
:出 现 空 间 对 称 破 缺 . 
上 面 的 例子 告诉 我 们 , 空 时 对 称 是 把 空间 和 时 间 的 对 称 结合 
上 一 起 得 到 的 . 
定义 6. 2.2 对 于 群 TXxS 对 2x 周期 函数 xz 的 作用 :7 ,中 x 
旨 一 yutt 十 纹 : 空 时 对 称 是 指 在 这 种 作用 下 的 迷 向 子 群 
BS= {7,N ET Xu = wu)) (2,5) 
3 的 元 素 . 
本 节 的 其 余部 分 将 用 来 讨论 这 种 空 时 对 称 破 答 问 题 ， 


“ .2.2 区 周 群 的 作用 


我 们 已 经 在 $ 5. 2 中 看 到 贺 周 群 导 在 研究 Hopt 分 盆 问 题 时 的 
和 要 作用 . 为 研究 空 时 对 称 的 下 等 变 Hppf 定理 我 们 需要 进一步 
寸 论 下 X 导 群 的 作用 . 
我 们 先 来 看 在 Liapunov-Schmidt 简约 中 可 能 遇 到 的 问题 . 设 
谨 Lie 群 了 作用 于 取 " 上 . 考虑 微分 方程 (2. 2)， 


fd eR,AER, 


其 中 f€ 3 .CT) 满 足 (2. 1), 并 设 4= (df)sw 有 本 征 值 十 i. 像 


改 5, 2 中 那样 , 令 s 二 (1 十 ryi， "0 二 ,代入 (2, 2) 得 
dy _ 


' jr = Ty, 和 《2.6) 


设 Banach 空间 Cs 和 Cj 如 人 5 2 中 给 出 . 定 尽 算 子 下 :Ci X 依 
和 -Car 
Fy DD) =— TD + fy (2.7) 
,方程 (2. 2) 的 周期 解 对 应 于 算 子 FF 的 零点 . 对 于 (7,9) ETXS 
s Cem 上 的 作用 / 
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Dy ys FD, IDETXS 《2.8) 
有 
DFA =I SHO +7f y+) ,XN) 


=—(1+DS [7y(Gs+0]+ fyGs+ 6), 


—FY DY A T): 
这 说 明 到 是 工 关 量 等 变 的 ， 
像 $ 5. 2 中 那样 ,利用 线性 化 算 子 
L = (dF)ooo =— 4 十 有 委 (2, 9 
及 其 侍 算 子 
。 a T 
LL” = 去 十 ，. 《2. 5. 
可 得 不 变 分 解 
Cs 二 AAD) 时 这 ()， (2. 10a 
Ch= HD DY, 《2. 10b, 


其 中 2 一 -CE 六 站 Ci 网 定理 5. 2. 1 的 证 明 中 》 

傅 三 为 Ci 到 .上 的 投射 , 久 二 1 一 P， 由 等 变形 式 的 
Liapunov-Schmidt 简约 (定理 4. 1.2), 在 (wu;,4,7T) = 二 C0,0,0) 附 近 , 下 
二 0 的 解 与 9 一 0 的 解 一 一 对 应 ,这 里 四- 少 ( 了 ) XX 导 X 玉 > 人 (I 由 

vAT) = PFEv +H WausAT) ,AT) {2. 11) 
给 出 ,而 多 出 QF Cw 十 Wo,A,7),r) 二 0 通过 了 函数 定理 解 出 . 
则 多 为 TX 等 挛 , 月 由 (2,1) 知 pC0,X,T) 寺 0, 

现在 的 问题 是 如 和 何 描述 群 中 对 于 空间 -YC(L) 的 作用 . 我 们 区 
忆 线 性 代数 中 的 一 些 概念 ， 

定义 6.2.3 设 pnE 妇 为 2Xz 实 ) 矩 阵 4E 经 (有 的 本 征 伍 
定义 天 的 ( 实 ) 本 征 空间 为 
{El 车 wz E 民 ， 
人 了 -4 一 4 一 0 车 产 告 让， 

(2, 128 


| 


" 


_ {em 若 上 全 及， 
(1, 一 加 
{ITER A A = 0), 才 上 信服， 
《2. 12b) 


下 面 的 命题 表明 ,空间 (LL) 与 4 关于 本 征 值 :的 本 征 空 间 
E; 同 梅 ， 

命题 6. .2.3 设 AE CBR") 满 足 (H,). 则 

CL) = lewlv EE E,}. 

证 明 wE€E.AAZL) 当 且 权 当 v 可 表 成 ws)==e*v,, 其 中 vo ER"， 

且 wG 十 2x) 一 vts}。 后 者 表明 
EM 一 ts ea 天 尼 加， 

孔 wo 为 4 由 本 征 值 起 所 对 应 的 本 征 癌 量 . 按 假 是 4HD) ,可 设 *= 
1, 国 

命题 6. 2. 3 表明 通过 ev 与 vv 的 对 应 可 将 CL) 与 空间 Ei 过 
会 . 记 J 二 4|E 由 下 为 时 等 变 知 .ACL) 为 全 不 变 , 由 此 可 诱导 出 
群 TXxS: 在 FE: 上 的 作用 . 事实 上 ,对 于 vwEE; 及 (7Y,8) ETXS!, 册 
于 了 与 了 交换 ,有 

(YN 的 一 
一 ee 人 = er (Fw). [2. 13) 

另 一 方面 ,我 们 注意 方程 (2. 2) 的 线性 化 系统 中 4 有 一 对 纯 
碟 本 征 值 . 据 第 三 章 的 定理 3.4. 20,T 所 作用 的 空间 必 有 一 荆 单 
纯 子 空间 . 回忆 工 的 作用 的 空间 称 为 了 单纯 的 ,是 指 :或 者 了 
非 绝 对 不 可 约 作 用 于 Y, 或 者 V 可 表 为 两 个 工 同 构 的 绝对 不 可 约 
子 空间 的 直 和 . 下 面 的 命题 指出 ,出 现 T 单纯 子 空间 的 情形 是 通 
有 的 ， 

命题 6. 2.4 设 fE ,a(I) 为 荆 等 奕 , 且 4 二 (df)ow 有 纯 虚 
本 征 值 士 w. 设 Gi 为 4 的 相应 的 实 广 义 本 征 空 间 . 则 通 有 地 ,Ga。 
为 工 单 纯 ， 

证 明 类似 于 命题 6. 1, 5， 我 们 只 给 出 证 明 要 点 ， 记 本 一 Ga。 
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中 HV. 由 命题 3. 4.20 知 G。 含 了 单纯 子 室 间 QU, 车 U 全 Gi; 则 有 TT 
不 变 子 空间 页 使 Gi=U 中 W. 设 噶 为 到 到 多 上 的 投射 . 记 六 
(rr 办 一 大工 ,从 十 sr， 则 万 . 廊 C0,0) 在 U 上 本 征 值 为 士 如 ,在 三 
上 上 为 一 上 e 士 逢 ,其 余 本 征 值 在 六 上 , 故 G;, 为 了 单纯 . “0O 

根据 命题 6. 2. 4, 我 们 常 假定 工 所 作用 的 空间 是 工 单纯 的 . 下 
面 的 命题 表明 ,此 时 短 阵 4 一 (dd 六 oo 具有 特殊 形式 . 
_， 命题 6- 2.5 设 紧 Lie 群 了 作用 在 桶 上 ,有 R" 为 工 单纯 , 且 了 GE 
G(T) 为 工 等 变 , 记 和 妨 二 (dow 设 4 一 4 有 本 征 值 1 则 

(ajn 二 2,. 志 的 本 征 租 由 jn 重 的 揽 共 区 对 of) 十 jo( 裤 组 成 ， 
其 中 go 和 ww 为 A 的 光滑 函数 ,满足 4(0) 二 0,wt0)==1， 

Cb) 存在 工 等 变 的 变换 SEGL(n) 使 A 二 SJS-1, 其 中 

0 一 J 
了 一 2 0 | (2.14) 
证 角 ”人 先 设 民 一 VOY,Y 为 绝对 不 可 约 . 将 4 在 VGY 上 


| 站 BB 
的 作用 记 成 和 4 一 | 串 由 于 由 与 下 交换 , 易 验 证 A 一 
al Bl 日 
cI a 


dettA4i— AD = [ae Wd bk, 
其 中 a,Bsc,a 均 为 4 的 光滑 函数 . 由 于 #: 为 4 的 本 征 信 ,在 414 一 0 时 
有 a 一 =0 和 ad 一 &r=1. 若 a 关 V0, 记 
cosBI 一 


singr cos 
其 中 8 满足 ctg28 一 (8 十 疏 /2a， 则 
~ QQ hI, 
“= ;及 已 展 . 《2. 15) 
KR | ps te 


复命 S$ 二 diag (7, ,一 AT) 则 


0 hl, 
S S 1! oo= J. 
—hli, 0 


另 一 方面 ,车 4 一 0; 则 d=0,4 仍 有 (2.15) 右 边 形式 . 


本 必 * 


再 说 权 ' 为 非 绝 对 地 不 可 约 ， 由 Frobenius-Shur 定理 (定理 - 
3. 3. 13) ,多 = i( 恨 ") 同 构 于 C 或 下 .多 的 作用 使 RR" 成 为 一 个 鲍 


上 的 线性 空间 , 故 可 设 桶 宕 2 ( 当 多 守 C 时 = 字 , 急 = 时 时 一 
4) 2E 久 对 细 的 作用 为 did) 一 (dd cd 其 本 征 


值 为 & 重 ,而 4, 等 同 于 < CE 名. 

设 狗 = 嫩 . 则 2 一 2 了 全 人" 设 JE Sr(V) 对 应 于 ?EC， 则 
srV) 中 元 素 可 表 为 af 十 57, 它 对 = 《Ti 十 2y Ty 
C” 的 作用 为 

(af a): ~ (a ez. 
这 说 明 ez 十 gr 的 本 征 值 为 e 士 菠 (m 重 )， 因 而 4 二 (9) 的 本 征 
值 为 of) 十 ip (0) Gm 重 ) ,ol0) 一 0,p(0) 一 1， 送 当选 取 民 " 的 一 组 
基 , 可 使 4 形 如 (2,. 14),(b) 得 证 . 

车 针 = 画 , 则 2 一 4 鳄 ,机 人 抽 4 Cd 一 ea 十 妆 十 六 十 玲 作用 在 展 ! 衬 
亚 上: 

二 BB 一 站 一 全 人 


8B 三 他 -一 让 人 
” 一 个 ey 8 工 3 
全 ~» -一 8 己 Ty 


其 本 征 值 为 ga 十: w 训 十 天 十 训 ( 两 重 ) ,而 2 二 mr，(a}) 得 证 . 
《by 的 证 明 是 下 于 xz(0) 一 床 十 7 十 就 , 府 十 关 十 童 1, 故 存在 
单位 四 元 数 g 使 得 gd(0)g 一 上 而 用 : 乘 列 有 矩阵 形式 
总 一 了 : 


: QD 
1 0: 


通过 坐标 变换 可 变 成 J. 品 
注 6. 2.6 (a) 考 虚 工 XS 在 YDVY 二 RR* 上 的 作用 . 由 于 了 可 
写成 (2.14) 形 式 , 经 直接 计算 e*. 对 于 (7Y ,9) ETXSiI 和 (xr,y)€ 


+ 企业 呈 = 


VGdV 有 

(zy) 一 My Rg, 
这 里 [xjyj 为 由 x 维 列 向 量 xy 组 成 的 王 X2 拒 阵 . 丽 只 为 普通 
旋转 ， 另 一 种 描述 方式 是 把 VY 中 V 表 成 YEDiY ,J 等同 于 i 而 9E 
急 的 作用 相当 于 乘 e 一 . 

(b) 若 取 * 为 非 绝对 地 不 可 约 , 则 放 rt) 辣 枸 于 “ 复 ” 型 分 或 "四 
元 数 ?" 型 柚 ， 在 前 一 情形 ,有 的 作用 相当 于 乘 以 e* 或 e“, 两 者 居 
一 :在 后 一 情形 ,也 可 考虑 单位 四 元 数 的 圆周 子 群 ,比如 {fcees8 十 
zisin9} 的 作用 . 

现在 我 们 回 到 空间 -4 中 ,来 考虑 群 卫 X 且 在 -CD7 上 的 
作用 .下面 的 命题 表明 ,这 种 作用 实质 上 是 非 绝 对 地 不 可 药 的 . 

命题 6. 2.7 设 取 "为 了 单纯 ,了 如 (2,14) 式 给 出 , 且 了 下 X 量 在 
取 " 上 的 作用 如 (2. 13) 式 给 出 , 则 

(a) 矩阵 了 上 和 了 组 成 了 上 与 工 xX8 交 换 的 线性 上 映射 空间 
Srxal 《了 "7 的 一 组 基 . 

Cb) PxS' 在 良 " 上 的 作用 为 非 绝对 不 可 约 , 旦 这 种 作用 是 “ 复 
型 * 的 . 

证 明 a) 首先 设 展 一 VV ,VY 为 了 绝对 不 可 约 . 设 BE 
xa ( 民 ). 则 由 BB 与 蔗 交 撞 知 Bvtw)= (Cav 十 rv, cv 十 ddr). 又 
由 号 与 恒 交 搞 知 B 满足 a 一 d,c 二 一 8. 于 是 B 二 al 一 &J. 

其 次 是 展 * 为 非 第 对 地 不 可 约 , 钨 =r(R")， 则 多 同 攀 于 必 
或 生 ， 车 纪 宇 CC, 设 了 对 应 于 1,J 对 应 于 EE 安 , 则 {7 ,了 组成 基 ， 阁 
多 衬 下 则 鲍 作 用 等 同 于 下 的 萎 周 子 群 ,比如 说 ,为 {cos 十 isin8}. 
而 另外 的 线性 T 工 等 变量 7 和 此 由 于 不 与 i 交 摸 ,它们 也 不 与 结 作 
用 交换 , 故 变 换 跑 射 由 {1,i} 张 成 ,后 者 与 1;J 等 同 . 

(5) 只 要 考虑 民 ' 二 VDV 情形 ,这 里 V 为 绝对 不 可 约 . 设 与 
Y 为 荆 同 构 ; 不 妨 把 VY 记 成 VW={Cv,Bo)|vE WV}, 其 中 8B 与 蔗 交 
搁 . 由 (Ca),，B 二 af 十 6J. 则 有 Jw,Bv) 一 tv,BJv). 但 一 般 jv 关 
v， 奢 JtvyBo) 企 VW'。 这 说 明 W' 不 是 XS 不 变 的 ， 可 见 机 一 YU 山 
V 为 非 绝 对 不 可 约 , 且 由 (a) 知 VOBV 为 " 复 * 型 的 . 0 
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6.2.3 等 变 的 Hopf 定理 


现在 我 们 十 以 来 氢 述 并 和 证明 关于 空 时 对 称 的 Hopf 定理 . 设 
紧 Lie 群 工作 用 于 取 上 . 所 上 ,我 们 设 RR? 是 单纯 空间 ， 考 左 微 
分 方程 (2. 2)， 


一 f(r,a), 
其 中 了 :到 "X 取 -> 到 " 是 工 等 变 光 滑 瞎 射 ,满足 
f(0,24) = 0. 
根据 命题 6. 2. 5, 可 设 了 满足 
0 一 工 
(dm 一 了 三 [7 0 | m 一 n/2, (2. 16) 
而 且 (4f)6os, 的 本 征 值 次 gl) 十 ip (WV Cm 重 ). 《2. 16)? 式 表明 ot0) 


一 0,200) 二 1, 假设 

(Hs) oa' (0) £0. 

定理 6. 2. 8( 等 变 Hopf 定理 ) 设 微分 方程 (2. 2) 满 足 (2.16) 
和 CH2), 且 设 冰 向 子 群 CTX 母 满足 

dim Fix(Z) 一 2. (2. 17) 
则 存在 (2.2) 唯 一 的 小 所 幅 周 期 解 族 , 诗 期 近似 为 2x， 且 以 号 为 其 
对 称 群 . 

证 明 上 面 我 们 已 经 把 方程 (2.2) 的 等 变 Hopf 问题 通过 对 
《2.7) 作 Liapunov-Schmidt 简约 化 为 求 映 射 52.11) 的 零点 ， 需 要 
指出 的 是 ,由 于 (& 记 一 了 取 (2. 16) 形 式 ,因而 由 (2. 9) 给 出 的 线 
性 算 子 及 伴 算 子 分 别 为 


一 区 
二 zt 


:4 _ 
L' = 一 示 十 人 = 一 上 . 


分 解 (2. 10} 则 为 
Ce = NL) PD RL) 
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re 


Ch = A DB EACDN CY. 
定理 6. 2. 8 考虑 的 是 具有 空 时 对 称 的 周期 解 ,这 相当 于 求 9 
具有 迷人 和 何 子 群 的 零点 . 注意 到 op 为 工 X 久 等 变 , 由 荆 X 时 不 可 芍 
性 知 中 0) 王 0. 记 
P= pFix(Z) X 取 X 及. 
则 多 将 Fix(zE) X 取 义 取 映 到 Fix (3), 我 们 只 需 证 明 8g 二 0 有 唯一 的 
非 平 凡 解 族 . 
注意 到 8 为 鱼 等 变 , 用 类 似 于 35.2 中 的 分 析 ,$ 可 表 为 
POA TT) = piv ,Aro glvlisATITv, (C2,18) 
其 中 vEAAAD) ,由 Liapunov-Schmidt 简约 知 
pt0,0,0) = g(0,0,0) = 0. 
断言 1 
pC0,0,0) = 0,9.(0,0,0) =— 1, (2, 19) 
P000) = a (0) 20, (2. 20) 
事实 上 ,由 于 
Fr = Ay + Odyll), 
其 中 妨 二 (47, 有 /2 重 本 征 值 sD 士 (CD 使 5a(0)= 二 0,p00) = 
1 (0) 关 0, 而 有 4==A4,= 二 J 如 (C2. 16) 给 出 ， 周 而 ,对 于 vwEA(L)， 
由 (2. 7) 给 出 的 下 可 表 为 


FtvdhsrT) = [— (1 二 ry + Avjor + OU 


= [— (+ oT + Awl: + Oy. 
于 是 | 
onsr) = PEO A DLT C+ + PA + Ov). 
. (2. 21) 
经 直接 计算 ,可 以 验证 PAxw==Aiw, 其 中 


本 1 人 J 一 上 

4 去 | Ee Ae af. 

易 见 4 与 TX 和 友 换 . 由 命题 6. 2. 7(a), 有 
EW 
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另 一 方面 ,有 

posA Ee) = atA,r)v t+ BATTo 十 加 人 ol (C2. 22) 
经 比较 (2.21) 和 (2. 22) 的 各 阶 系数 即 可 得 (2.19) 和 52.20) 式 , 断 
言 1 得 证 . 

利用 断言 1, 像 8$ 5.2 中 那样 ,由 隐 范 数 定理 可 知 , 存 在 唯一 的 

”有 贞 币 Ar 和 zfr)? 司 得 
A(O) = r(0) 一 0， 
prysACry} TO = qtriaAtr) ,retry) = 0, 
从而 得 到 定理 6. 2. 8 所 要 的 结果 . 0 

注 6. 2.9 我们 在 定理 6. 2. 1 和 6. 2. 8 中 讨论 了 微分 方程 发 生 
Hopf 分 盆 时 的 对 称 破 缺 , 对 可 微 映 射 有 如 下 类 似 结 果 ( 参 见 
FCG1])， 

设 紧 Lie 群 工作 用 在 R” 上 ,g€ 如 iD). 设 4= (dgyoos 有 az 
恒 本 征 值 ex,0A0 ,本 ,二 ,本 ,于 , 半 , 且 刀 的 本 征 值 以 非 零 速度 
穿 过 单位 圆 . 

对 应 于 定理 6. 2. 1, 有 :; 若 子 群 CT 满足 dim Fix (3) 二 2, 则 
Fix() 中 含有 叭 一 的 g 不 变 闭 曲线 族 . 对 应 于 定理 .2.8, 我 们 沈 
定义 鲍 在 有 * 上 的 作用 为 6->e*x, 其 中 4 有 纯 虚 本 征 值 ,使 e*= 
(dg)oo 由 (dg)ow 与 了 交换 可 得 到 厂 XS 对 于 有 &” 的 作用 .相应 的 
结论 为 : 若 子 群 3CPX 时 满足 dim Fix{) ==2, 则 从 平凡 解 了 一 0 
分 合 出 唯一 的 g 不 变 闭 曲线 族 与 Fix(3) 所 月”X 取 在 工 关 0 处 相 
切 . 

6. 2. 4 周期 解 的 稳定 性 

我 们 现在 来 讨论 方程 (2.6? 的 周期 解 y(5) 的 渐 近 稳定 性 问 
题 , 其 基本 工具 是 等 变形 式 的 Floguet 理论 . 设 vy(s) 蚌 (2. 6) 


dy 1 ， 
ds = 了 (2) 


的 王 对 称 2x 周期 解 ， 则 Cy) 的 Floouet 方程 为 (2. 6) 关 于 yts) 的 
线性 化 ,了 即 
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宁 一 + (dy m0. C2. 23) 


设 zs) 为 方程 (2. 23) 满 足 z(t0) = 二 zw 所 民 " 的 解 . 回忆 Floquet 算 子 
:要 " 一 了 到" 为 将 有 映 为 x(s) 在 ;= 二 27 时 的 值 , 即 M ,zo 二 z(2x). 
籽 , 为 线性 算 子 ,其 本 征 值 即 为 yts) 的 特征 习 数 ( 见 定义 5. 3. 2). 
我 们 已 从 $ 5. 3 中 看 到 与 本 征 向 量 dyts)/qs|,-o 对 应 的 本 征 值 为 
1 在 等 变 情 形 ,这 样 的 本 征 值 会 更 多 . 

命题 6. 2. 10 设 y 是 (2.6) 的 一 个 三 对 称 的 2zx 周期 解 , 则 》 
的 Floguet 算 子 Mf, 至 少 有 好 个 本 征 值 为 1, 其 中 

ds 一 dm 十 1 一 中 mm 二 《2. 24) 

证 明 设 (Y.,8.) 是 TXS' 中 的 一 条 光滑 曲线 , C76, 名 ) = (e,0). 

则 


d 4 
FL Ct) . yl 一 [efS 十 8,)] 
Ly. 1. 
= 了 十 Cyls 十 本 ) A) 
.1 。 
一 1 十 zf CY) 中 由， 


上 式 对 t 求 导 并 合 RL ) .9]|-* 满 足 线性 方程 


a 
= ] 二 To， A 


于 是 ,对 于 y(s) 的 Floquet 算 子 村 , :有限 "一 区 ,有 
mM, SLC,,8) 2 | .-。 一 - [0,0) 四 ¥||,_o | 


A 2 (2. 25) 


这 表明 ， 车 所 [07,,0)y]1-o 坟 0， ; 则 它 是 村, 的 一 个 相应 于 本 征 值 1 
的 本 征 向 量 . 
令 a:TXS 一 区 "使 wy 的 一 yy 的 ， 则 邓 ,. 相应 于 1 的 线性 无 
关 的 本 征 向 量 有 
dim Rda),o = dim(T x ) — dim Hda),. 
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个 . 由 于 ar10y(60)) 一 荆 , 故 出 m_Cda)o 一 dimnz,(2. 24) 成 立 . 口 
下 面 的 命题 是 命题 5. 3. 6 的 等 变形 式 ， 
命题 6. 2.11 设 » 是 (2. 人 6 的 一 个 瑟 对 称 的 2x 周期 解 , Ad 是 
y 的 Floquet 算 子 , 若 M, 有 模 大 于 1 的 本 征 值 , 则 不 稳定 j 者 订 ， 
有 xn 一 ds 个 本 征 值 模 小 于 1, 则 y 罗 道 渐 近 稳定 ， 口 
我 们 指出 ; 当 ff 是 TX 时 等 变 时 ,特别 是 , 当 了 具有 Birkhoff 
正规 形 ( 见 5.4) 时 ,Floquet 算 子 M, 由 下 述 命 题 给 出 . 


命题 6. 2. 12 ” 设 了 "是 下 单纯 空间 ,yc 2,s(TXS'), 其 中 5E 
S51 的 作用 为 s'T 一 ex 设 Cy(ls) ysro) 是 (2,18) 的 一 个 2x 周期 
解 ， 则 

(a) 方程 (2.6) 的 解 wts) 其 有 形式 


zf 人] = ee MutO), weDy EE Rr", C2, 26) 
面 且 0) 满足 定 态 方 程 
1 一 -一 
I 二 ~ Cu(0) ,A) Ju(0) = 0， (2, 27) 
(tb) 3 的 Floquet 算 子 为 
MM, = exp[ | 下去 1 十 (a fn, » 可 C2, 28) 


证 明 ”ta? 我 们 已 经 在 $5.2 的 Liapunov-Schmidt 简约 中 看 
到 ,对 于 解 w(s) 的 5 作用 与 移 相 等 同 ,因而 (2.26) 式 成 立 ,将 
C2. 26) 式 代入 方程 (2, 6) , 即 可 得 到 (2. 27) 式 . 

(by 对 应 的 Fioquet 人 


dx 
Zr + 元 1 Caf, A C2. 29) 


邻 C5) 二 Ee "zls)); 则 由 zz60) 一 w(t0)} 有 He: 一 了 其 x(27) 一 w(2x). 
由 (2. 29)， 


a 
Le (5) ] 一 1 [二 -CAf) ye ws), 
上 式 左 边 为 .eof 十 e”™ 地). 故 由 Kah， 
人 


了 一 人 下 GT ac ), 5 到 一 Jevw | 
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1 
一 [于 守 去 (Go 一 Tw, 


从 而 
wls) 一 exp| :| Td yo — 7 |wco)， 
可 见 MM, 满足 (2. 28). 品 
结合 命题 6. 2. 11 和 6.2. 12, 可 得 到 
定理 6. 2. 13 设 及 " 是 全 单 纯 空 间 , 为 TXS! 等 变 , (yls), 轴 ， 
to) 是 (2.18) 的 小 振幅 2r 周期 解 . 
(a) 着 (Cd 站 ro 一 (1 十 Ps) 了 有 实 部 大 于 零 的 本 征 值 , 则 ys) 
不 稳定 . 
(Cb) 车 (C4) yw 一 民 十 to0)J 有 nm 一 di 个 实 部 小 于 零 的 本 征 
值 , 则 y(s) 轨 道 渐 近 稳定 . 0 


36.3 具有 对 称 性 的 Hopf 分 命 问 题 


本 节 我 们 主要 将 上 一 节 具 有 空 时 对 称 的 Hopf 分 贫 理 论 用 于 
处 理 一 些 具有 特殊 对 称 性 的 Hopf 分 盆 问 题 . 我 们 先 引 进 关 于 群 
FTXS: 作 用 的 一 般 理论 ,特别 是 其 迷 向 子 群 的 结构 和 不 变量 理论 . 
然后 着 重 讨论 具有 OC2) 对 称 的 Hopf 分 岔 问题 . 最 后 还 介绍 一 些 
其 他 群 作 用 下 的 Hopf 分 岔 的 结果 . 


4 3 TTXS! 的 迷 向 子 群 


为 了 运用 等 变 Hopf 定理 ,我 们 需要 更 多 地 了 解 耻 XS 中 具有 
二 维 不 动 点 子 空间 的 迷 向 子 群 ， 我 们 来 介绍 这 一 类 群 的 一 般 结 
果 . 仍 设 紧 Lie 群 TT 作用 在 空间 V 一 取 " 上 . 
定义 6.3.1 设 HCTPT 为 了 的 子 群 ,7:H->S: 为 群 同 态 则 ” 
的 图 z 
Hi= {OAD EDTX SI EH) 03.1) 
称 六 XX 全 的 挠 子 群 (twisted subgroup) ,7 则 称 为 搅 曲 (twist ). 


* 2232， 


记 和 : 工 XS 一 为 投射. 下 面 的 命题 表明 蔗 X 人 的 迷 向 子 群 为 
找 子 群 . 

命题 6. 3.1 设 IXS' 作 用 在 荆 单纯 空间 VW 二 ,后 马 皇 工 XS 
为 迷 向 子 群 . 记 H 二 xr()CTr. 则 投射 区 一 x| 吕 :2 一 H 为 问 构 , 且 
存在 同 态 了 :H-> 人 使 3 一 H?. 

证 明 由 空 闻 YV 的 了 单纯 性 易 知 (参见 注 6. 2.6),S! 在 V 上 
的 作用 为 不 动 点 自由 , 即 非 零 元 9E 吕 的 不 动 点 子 空间 总 为 堆 . 敦 
门人 1 一 1. 而 人 一 Ker xz, 可见 芋 门 Ker x 一 1; 即 x 为 同 构 . 因而 , 任 
一 o€ 有 可 歇 一 表 成 全 ,02)), 有 EH,F:H->z 为 映射 由 SCTX 
S$' 为 子 群 知 Ch, PCRDD :CR DCRDD) = (ChE TORINCEYY, 可 见 站 (下 ) XX 
让 ) 二 2( 栈 ), 即 #7 为 同 态 . 口 - 

命题 6- 3.1 中 的 同 态 3:H>S'\ 有 时 称 为 H 的 特征 . 通过 h 一 
en ,对 应 于 日 在 收 实 CC 上 的 正 交 表示 ,反之 亦 然 , 注意 ,一 
(PETXSY y(t)=0 时 属 空间 对 称 ,y(5) 半 0 时 属 空 时 对 
称 . 起 迷 向 子 群 HSCTXS 的 空间 (对 称 ? 子 群 为 正规 子 群 KK =RKer 
7 ,而 HAK 同 构 半 驴 的 一 个 闭 子 群 ,7. 由 于 外 的 闭 子 群 有 1, 2， 
和 驴 三 种 , 找 曲 也 可 分 这 三 种 . 

下 面 的 命题 表 姑 通过 找 子 群 的 共 罗 关系 可 描述 TX 的 迷 向 
子 群 的 共 力 类 . 

命题 6. 3.2 (a) 设 I 和 LL 为 TX 中 打 的 挠 子 群 . 则 晶 
和 工 为 下 中 的 共 皂 子 群 . 

(b) 设 H 和 于 :为 工 XS 中 共 辑 的 挠 子 群 . 则 存在 YENL(H) 
使 空间 子 群 攻 , 一 Ker 7 和 KK: 一 Ker 满足 Kr 一 YK 1. 

证 明 (a) 因为 (7Y,PETXS 使 (7Y ,0-1H?CY,9) 一 L:, 命 hE 
HH, 则 由 S' 与 XS 中 元 交换 知 

FDRAIAT DD = FAY NR) EL (3.2) 

故 7EL, 即 7-IHyCL， 交换 HH 与 世 的 作用 得 7Y~'HY=L. 

(b) 由 于 有 QO,ODETXS! 使 HT 与 Hi 共 斩 , 据 (al,z-IHy 一 H， 
故 YE NrCH). 由 (3.2) 式 C77 二 Lk)) Ei， 故 
7 二 CY- 站) ,而 Ker 7 一 YOKer zy 1 这 说 明 开 ,一 ?Key-!， 口 
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6.3-.2 工 XS 的 不 变量 理论 


现在 我 们 来 讨论 了 X 急 作用 的 不 变 郴 数 和 等 变 映 射 的 计算 问 
题 . 先 看 一 个 一 般 情 况 ， 
引 理 6. 3.3 设 Lie 群 TXT 作 用 在 V 上 ,YET. 车 大 V 一 到 
为 工 不 变 , 则 
Fx) A) 
也 为 了 不 变 ， 着 gg; VY 为 [等 变 * 则 
(Fg x) g(r) 
也 为 等 变 . 
证 明 注意 到 TT 与 TT 交 撞 ,直接 计算 懂 可 得 . 口 
对 于 Hopf 分 盆 间 题 ,T 一 名, 且 设 下 X 龟 作用 于 工 单纯 空间 立 
二 区 " 上 ， 由 注 6. 2. 6(a) 可 设 bg 的 作用 如 同 e ,这 里 


oO 一 了 
7=| | m = n/2, 


了 0 
故 可 将 V 等 同 于 全 ,使 8E 人 对 于 z= (azm) 的 作用 为 
dz = (ele et) {3.3) 


下 面 竟 引 理 把 (及 值 ) 不 变量 的 计算 归结 为 CC 值 的 不 变量 问题 . 
引 理 6. 3.4 设 工 作用 在 C" 上 .车 和 Ni,…*,N,( 在 CC 上) 生成 z， 
z 的 忆 值 不 变量 ; 则 Re RelCN,) ,ImCND) -ImCN) (在 腿 
上 ) 生 成 有限 值 不 变量 . 
证 明 取 值 不 变 男 数 作 为 C 值 不 变 函 数 的 特例 ,可 由 Ni ,…， 
Ns 的 多 项 式 的 实 部 和 起 部 生成 . 而 对 于 z,z 在 C 上 的 多 项 式 记 
和 dz* 有 
Retpo) = Retp)Retg) 一 In( 疡 )Pnta》 
Im(pg) = Re(pylmt{g) 十 Im(tp)Re(o). 
用 归纳 法 即 可 完成 本 引 理 的 证 明 . 0 
下 面 的 命题 给 出 作用 (3, 3) 的 不 变量 的 计算 . 
命题 6. 3.5 (a) 人 Si 不 变 函 数 的 一 个 Hilbert 基 上 由 下 面 mx? 个 二 
次 项 给 出 
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Wj 一 2 (1 了 
Refkzizi)， Im(lz,zi) 《1] 所 了 二 天 过 殉 )， 
《b) 呈 等 变 映 射 模 的 生成 元 为 
we 8Pieiy 下 一 lt, 
这 里 证 一 【全 会 ，). 

证 明 (a) 经 用 Schwarz 定理 ,只 要 考虑 名 项 式 . 设 .六 一 
3gv2 aEC 由 02) 一 了 (2) 知 1a| 二 18j) (回忆 这 里 |a| 一 十 
… 十 wn) 消去 高 阶 项 ,可 见 f 可 表 成 zjz; 和 zjzaa(j 关 如 的 多 项 式 . 
利用 引 理 6. 3.4 即 得 fa)- 

人 by 设 g= 二 gy ga 一 为 晤 等 变 , 记 gj; (zx) 二 
Zeoepyto 人 人 则 由 喜人 (sz) 一 日 gx) 天 | 一 | 有 | 十 1>0. 可 见 在 
每 个 单项 式 中 除去 某 个 z 后 即 为 对 不 变 ， 口 


6. 3.3 QC2) X58! 作用 


本 节 的 其 余部 分 是 讨论 具有 O02) 对 称 的 Hopf 分 岔 问题 . 我 
们 已 在 $6.2 的 软水 管 例 子 中 见 到 OC2) 群 的 作用 . 这 里 先 来 介绍 
在 群 O(2) xS! 人 必用 下 的 不 变 理 论 和 迷 向 子 群 . 下 一 部 分 再 用 它 来 
分 析 相 应 向 量 场 的 Taylor 展 式 解 支 ,并 在 最 后 通过 振幅 方程 的 形 
式 来 讨论 具有 OC(2) 对 称 的 Hopf 分 兮 的 稳定 性 问题 . 

群 0C(2) XS 对 于 CC 的 和 作用 通常 取 对 角形 式 , 但 为 讨论 方 
便 , 我 们 取 它 的 一 个 等 价 表 示 ( 和 参见 例 3. 2. 6): 


Pz es) Ce Pe ez) PE SQ), {3. da) 
KlzZisT2)—= (zs 21), 《3. 4b) 
Pryp do (ee ee) ES. (3, 4c) 
先 讨论 DC2) X 间 的 不 变量 ， 
命题 6. 3.6 {a》0O(2) Xx 不 变 函 数 芽 了 可 表 为 

fxs22) = PON,A), 《3. 5a) 


其 中 浆 一 | 下 十 | 全 和 一 证 ,0 一 | 2 一 ,z1|. 
(b) 如 (32)XSI 等 变 上 映射 工 芝 可 表 为 


下 它 所 后 


| 


gK2is2za) — (pig) | 上 + tr 十 15) | ， (3.5b) 
一 如 


2 
其 中 p,qgyrvs 是 OC2)XxS! 不 变 函 数 芽 . 

证 明 (a) 由 了 的 SO(2)XSi' 不 变性 知 

fe Po etnW) = f(z 2,). 

到 8=- 呈 丁力 则 Fa eszi) 一 ,Ac ya》 类似 有 (ed za 一 ai， 
ze) 从 而 f(z15z2) 一 husv) ,这 里 4 二 |zi|?,0== |zs|:， 由 x 不 变性 
9 husv) =h(vu) ; 鼓 二 可 表 为 hyv) 二 ku 一 vyuv). 可 网 NN== 
十 太一 (一 07) 二 NN: 一 4uv 是 Hilbert 基 ,，(3. 5a) 式 成 立 . 

(b》 设 glzwi 2) 一 (g1(z112a) yg (ziy22)) 为 DO(2)X 外 等 变 , 
则 类 似 于 (a) 中 的 分 析 , 对 任意 p,wES!, 应 有 


Bi (2 9 22 一 eg (ere se) (3. Ba) 
B12 2) — F(Z ECs), (3. 6by 
号 1 Ce sy Te 一 EF Ces + 之 1 ) 。 £3, Hc) 


由 (3. 6a》 和 53. 6b) 得 
Eisio%s) 一 helzl:, [2 | 8 = hw vw) 
经 变 措 {wyv) 一 {Cw 十 v ,ww 一) ， 下 可 表 成 天 (mo) 一 下 十 人 一 2 
将 点 分 解 成 第 二 个 坐标 的 偶 和 奇 函 数 , 可 得 
Rav) = Rav vw) Rv ww) 
= ECN,A) + EN ADH. 

设 和 二 pp 十 疝 ; 二 一 + 十 站 ,并 利用 (3. 6c), 则 得 到 (3. 5b)》 式 ， 品 

下 面 的 命题 给 出 迷 向 子 群 的 分 类 . 

命题 6. 3.7 设 O(2)X 作 用 于 CDC 上 如 (3.4), 则 0(2)X 
S 的 轨道 代表 元 z,( 在 共 谍 音义 下 的 ) 迷 向 子 群 翌 , 不 动 点 子 空间 
Fix(3) 及 其 维 数 dim Fixt) 分 别 为 : 

(Dze=(t0,0) ,5—O0(2) XS ,Fix()= {0}, 

(i)z= (a,0) ,a>0,2=S0(2) = {(0,0)},Fix (5) — {(z,0)), 
2 维 . 

Ci)e= (tay) a> 03— LDL={ 0,0) ,r(x Ar) KOA Tr}, 
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Fix(Z) 一 (人 (eye 2 维 . 
(ivV (ah) 人 人 > 人工 一 焉 一 人 0 有) 各, 邢 下 这 【过 一 ((2, 
2 4 维 ， 
证 明 ”对 于 (za ,zs ECOC,z =r ,rj 宇 0;7 二 1,2, 令 
p= (O20 = (二) /2. 
网 由 6G3. 4) 知 ,p28 Cz ;220) 一 (ri,rs). 因此 每 个 OC(2)x 轨 道 与 限 
由 取 相交 . 再 由 # 的 作用 ,不 妨 设 每 条 OC(2) X 名 轨道 上 的 点 z= 
(ta) 满 是 4a 守 5 守 0. . 
于 是 ,通过 对 式 子 
(gp 0) (Cab) = (etnp,ed- Va), 
(pO) ta,b) = (eeng, etnp), 


的 讨论 即 可 得 本 命题 的 各 个 结论 . 0 
6. 3. 4 Hopf 分 贫 的 振幅 方程 
考虑 取 ' 上 的 微分 方程 
r= (rs AD)， 《3. 7 了》 


其 中 FE 加 .iDO(2)3 ,0 三 0. 设 
0 一 下 
Cafe = 有 - 
目 (zP)o 的 本 征 值 以 非 稚 速度 穿 过 虚 轴 . 

由 56.2 中 讨论 知 , (3. 7) 的 小 振幅 周期 解 问 题 可 以 通过 
Liapunov-Schmidt 简约 转化 为 一 个 O(2) x 等 变 鼎 射 g;C?XX 恨 X 
及 一 他 的 零点 问题 . 由 命题 6. 3. 6 知 ， 

z 一 ce+a +e+at ,| 《3. 3) 
其 中 pgvr,s 是 NA4A 和 = 的 冰 数 ， 且 有 
p90) = p.(0) = g(0) = 0， 
gq:(0) 一 一 1 入 (0) 天 0. 
就 象 命题 6. 3, 7 证 明 中 讨论 的 那样 ,不 妨 考虑 8 一 0 的 形 如 (zzz) 


» 257 + 


一 (ao(aps0) 的 解 .对 应 于 命题 6. 3. 7 中 得 四 类 ,方程 (3. 8) 太 
其 分 支 解 分 别 为 : 

0) 平凡 解 ， 

《ii 六 一 aty 一 g 一 oa 一 0 旋转 波 解 ， 

(ii 2 一 7 一 0, 驻 波 解 ， 

(iv) 六 一 一 7 一 5 一 0 环 面 线性 流 ， 

对 于 旋转 波 , 由 二 一 ar 一 2 一 2 一 0 可 解 得 分 支 方程 


1 一 二 加 (0) 十 rCO) 


piD) 
2putQ) 
4 一 一 (0 ot? 


现在 进一步 假设 (3. 7) 中 的 了 是 QC02) XS 等 变 的 . 比如 , 当 了 
具有 Pirkhoff 正规 形 时 就 属 这 种 情形 . 于 是 ,由 命题 6. 3. 6， 
f= z+ iw [|+ i | (3,9) 
为 了 讨论 周期 解 的 稳定 性 ,我 们 引入 振幅 方程 . 设 2)= ze*， 
j 一 1,2， 则 利用 地 的 表 式 53. 9),(3.7) 化 为 


2 一 【 态 十 7 人 Ji， 
EP -一 (Cp rd) x,, (3. 10) 
=g+ ss, 
; ‘3. 11) 
2 一 过 一 5， 


其 中 户 ,gyrys 是 N 一 了 十 寻 4 一 (如 一 好 2 和 4 的 困 数 ,1 一 姓 一 1. 
《3. 10) 称 为 振幅 方程 ， 振 赐 方 程 (3， 102? 的 非 平凡 平衡 点 对 应 于 
(3. 7) 的 周期 解 和 不 变 环 面 ， 特别 ,zs 一 0 对 应 于 具有 旋转 波 分 支 
的 周期 解 ;zl 一 +: 对 应 于 具有 驻 波 分 支 的 不 变 环 面 ;而 x 六 之 0 
则 对 应 于 其 有 环 面 线 性 流 的 不 变 环 面 . 

命题 6. 3. 8 振幅 方程 的 平衡 点 海 近 稳定 这 上 且 仅 当 与 原 方 程 


”5 号 ， 


相应 的 平衡 解 、 周 期 轨 或 不 变 环 面 是 (轨道 ) 渐 近 稳 定 的 

证 明 设 (z,z) 为 振幅 方程 (3. 10? 的 零点 , 且 设 M 为 DC2) 
x 人 打道 中 含 C(xr? ,x2) 的 连通 分 支 . 则 零 解 渐 近 稳定 相当 于 原 方 程 
的 任 一 轨 (z (2) ,zs00)) 扎 恨 当 (zj, (0) ,zat0)) 充 分 接近 于 M 时 ， 
收 合 于 M; 且 由 内 和 内 在 M 上 都 是 常数 知 该 轨道 收敛 于 M 的 一 
条 轨 有 . 故 是 轨道 渐 近 稳定 的 . 口 

命题 6. 3. 8 使 我 们 把 原 方 程 解 的 稳定 性 研究 归结 为 相应 振幅 
方程 平衡 解 的 稳定 性 问题 . 下 面 我 们 指出 ,振幅 方程 又 等 价 于 平 
面 上 D, 等 变 喘 射 ， 因而 我 们 转 入 Ds 等 变 分 兮 问 题 的 讨论 . 


”6.3.5 了 等 变 分 岔 问题 


由 秽 4. 2.7 知 ,对 于 D, 在 C 上 的 标准 作用 ,D, 等 变 映射 可 表 为 
pr 十 qe (3. 12) 
的 形式 ,其 中 Bp,9 是 = 二 zz,v 二 Relz*) 和 4 的 实 函 数 . 现在 我 们 把 
它 写 成 据 杭 方程 的 形式 ， 对 于 z= 二 x 十 iy, 命 
N=u=27 y= yA 
注意 到 | 
Retd2t = Tri riyv+ y= 2A— NN’, 
go (ri ry ity — rly =— Nz — 282, 
可 见 D, 等 变 驶 射 又 可 表 为 
g — pON,A,N) + NA De| | (3. 13) 
的 形式 . 故 知 ,振幅 方程 (3. 10) 具 有 及 :到 恨 : 的 D, 等 变 上 映射 的 形 
式 , 因 而 求 振幅 方程 的 平衡 解 的 稳定 性 向 题 就 归结 为 求 D, 等 变 峡 
射 零点 处 本 征 什 的 符号 问题 . 

不 妨 设 + 宇 y 之 0. 方程 g=0 的 解 有 平 几 解 (x=y 一 0) ,旋转 波 
(zy 一 ), 驻 波 (z 一 > 0 和 二 维 环 面 (z>>y>0)? 四 类 ,它们 的 本 
征 值 记 为 ja ;ps. 下 面 对 上 的 符号 进行 讨论 ， 

(i) 平凡 解 了 一 ?一 0, 容 易 看 出 ja 11 二 pt0,0,0). 

ii) 旋转 波 zz>>3? 一 0, 此 时 p 一 XY 一 0,p6; 的 符号 为 py 一 r 十 


" EO 


28 一 ro 一 2 和 
{ii 驻 波 了 一 ?PP>0, 此 时 pp 一 0,ps 的 符号 为 px 和 一 +. 
《iv》 二 维 环 面 ,此 时 p 一 0,r+ 二 0. {po} 的 符号 由 下 式 定 
sgn tr dg = Npn + 2Apa-Arny — 2Nrs, 
sgn tr dg 一 疡 Arw 一 Pnra, 
我 们 指出 ,在 D, 等 价 下 (ii 和 (证 ?的 本 征 值 符号 保持 不 变 , 这 
是 因为 想 应 的 迷 向 子 群 ; (0) 为 (zx, 一 (Cz, 一 y),(iD 为 (x ,3) 一 
《yz 它们 都 使 dg 在 相应 解 外 可 对 角 化 ， 另外 ,det dg 的 符号 也 
在 DD 等 价 下 不 变 . 因此 只 要 对 det dg8>0 情 形 作 进一步 讨论 就 可 
短 清 其 稳定 性 态 ， 


8$6.4 具有 0O(C2)? 对 称 的 模 态 相互 作用 


我 们 已 在 $ 5.5 中 讨论 过 无 对 称 情 形 的 模 态 相互 作用 ， 本 他 
将 介绍 具有 QC2) 对 称 的 模 态 相互 作用 .OC2) 对 称 性 常 出 现在 一 
些 具 有 周期 边 值 的 候 微 系统 中 ,如 Taylor-Couette 流利 Benard 
流 , 相 应 的 模 态 相互 作用 问题 也 更 引 估 注意， 和 § 5.5 中 的 情形 类 
似 , 我 们 将 就 定 态 - 定 态 , 定 态 -Hopt 和 Hopf-Hopf 这 三 种 Q(2) 对 
称 的 模 态 相互 作用 进行 讨论 ,而且 主 要 考虑 通 有 的 情形 . 


5.4. 1 定 访 - 定 恋 机 杰 相 互 作用 


设 : 民 * XX 民 一 民 * 为 具有 (2 对 称 的 分 岔 问题 ,满足 
大 (0 三 0. 《4. 1) 
记 V= -haoo( 天 10). 通 有 地 ,可 设 O(2) 在 Y 上 的 作用 不 可 
级 , 则 dm V=1 或 2. 车 dim VY=1, 则 OQ(2) 的 作用 可 归结 为 第 二 
章 中 介绍 过 的 单 变量 情形 . 敬 设 dm VY 一 2. 则 存在 mw 实 1 使 Ot2) 
在 V 上 的 作用 由 旋转 0.z=e™z,0E SO(2), 及 翻转 xz 二 z 生成 . 
当 m= 二 1 时 则 为 标准 作用 . 
对 于 周期 边 值 条 件 ， V 带 取 下 面 形式 
VV, 二 有 Rf{cos mr)U, ,sinCmzr)Uo}, 《二 ,了 


= D0 = 


这 里 U6 为 某 Banach 空间 的 一 个 给 定 的 向 量 , 而 OC(2) 在 Vs 上 的 
作用 则 可 由 移 相 xmzx 十 # 和 反 相 xm" 一 给 出 ，。 
本 小 节 我 们 讨论 两 个 定 模 态 的 相 站 作用 , 故 设 
V = 一刀 中 V， (4, 3) 
这 里 2 和 sm 为 互 素 的 正 整 数 . 注意 , 若 上 和 加 有 最 大 公 因 数 之 , 则 
由 五 门 怀 .一 2 知 Vz 可 从 O(2) 在 VY 上 作用 的 核 中 分 解 出 . 
我 们 考虑 经 Liapunov-Schmidt 简约 后 的 分 舍 问 题 
:对 XR VY, 生生》 
并 将 空间 V 与 它 等 同 ， 则 在 坐标 == (zi,gz)7 下 ,O02) 在 CL 上 的 作 
用 为 
日 。{fziygz) = Celiv ey,), (4. 5a) 
Kx (oF) = (Ce sa) (4. 5b) 
下 面 给 出 在 这 种 作用 下 的 不 变量 的 结论 
命题 6. 4. 1 设 OQ(2) 在 上 的 作用 由 (4.5) 给 出 则 
(a) C2 上 OC2) 不 灾 函 数 的 Hilbert 基 为 
= 和 [23 和 一 Kg yy 一 区 2 十 生 s 


Cb) 上 (2) 等 变量 的 生成 元 为 


31 好 1 地 0 UV 
WE | 0 |. 四 [as 
证 明 见习 题 6. 6， 口 
据 命题 6. 4. 1, 分 岔 问题 (4. 4) 可 表 成 
BldA) = (pz 十 gr i pers 十 de 1), ‘44. 6) 
其 中 记 ,pz; 员 :9; 均 为 wv,w;X 的 沙 数 . 为 简单 起 见 ,我 们 假定 7 
和 mm 不 同时 为 1 , 则 (C4, 6? 还 需 满足 
p10) = p(0) = 0. (4. 7) 
注 6. 4.2 ”对 于 分 倪 问 题 (4.4), 由 于 4= (dg)o0w 与 0(2) 交 
换 ,4 可 表 或 


ar pi 
cl 圳 ， 
其 中 他 均 汶 实数 ;特别 , 当 Pa 时 c= 0, 另 一 方面 ， 由 
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于 4 的 本 征 值 都 为 0, 故 当 ! 天 请 时 4 一 0, 而 当 ! 一 天时 有 a= 一 4 


及 ad 一 & 二 0. 通 有 地 ,A 的 Jordan 标准 形 具 有 形式 | 这 种 
情形 对 应 着 0(2) 对 称 的 Takens-Bogdanov 分 盆 , 见 fGu]. 
现在 考虑 向 量 场 
dzidt — gL,A), 《4. 8) 


其 中 g:C:X 屎 一 作 满 足 (4, 6) 和 (C4. 7). 用 极 坐 标 , 命 
区 一 Te， zo ye, 
代入 (4 8) 式 ,比较 实 部 和 虚 部 ,可 得 
[r=rp tr sgecosd, 
| = sps 十 my gacos2， 4. 9) 
自 一 一 (oag:52 十 了 天 + -or rr™ Is isimt, 


其 中 
d= mp — iy, 4. 10) 
同时 ,pg 和 交还 满足 
rigsp + sqy = 0. (4. 11) 
将 (4. 10? 式 关于 上 求 导 ,2= mp 一 荡 , 给 合 (4. 11) 式 ,得 
本 二 |-。 (4, 12) 
rag sqj'y 


记 DD=ms’gi rig. 

下 面 对 局 进行 讨论 . 设 D0. 由 (4.12),Pp 一 $= 二 0， 进而 #= 
0. 由 (4, 9), 得 两 类 定 态 解 : 

(i rs 二 0, 此 时 或 者 r= 二 0; 或 者 ;一 0, 或 者 7=s==0,; 对 应 的 是 
(4.9) 的 平凡 解 . 

(Ci) rs 天 人 ,但 sing 一 0 此 时 cosg 一 士 1, 对 应 的 定 态 是 (4. 8) 的 
混合 模 态 解 . 

再 设 五 一 0, 印 

(证) xszg 十 Er 一 0， 由 (4. 9) ,8 一 和 ,因而 BY$ 一 Am， 此 时 对 
应 (4.8) 的 定 态 解 是 周期 解 (Gz (D ,50)) ;其 中 避 ( 和 (分别 
绕 原 点 i 图 和 m 图 . 
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6.4.2 定 坊 -Hopf 模 态 相互 作用 


y= f(y,A a) 《4. 13) 
关于 3 为 DO(2) 等 变 ,(4,0) 扎 民 : 为 参数 , 旦 
fl0,A,a) 0. 


作为 定 态 -Hopt 模 态 相互 作用 ,我 们 设 (4f)6.w 在 虚 轴 上 有 本 征 值 
0 和 士 wiCw 关 0)， 
径 Liapunov-Schmidt 欧 化 ,6 可 考虑 映射 
gi: x RxR— [RR', 
它 衣 赖 于 参数 4h,a,r, 其 中 为 约 雍 过 程 中 引进 的 周期 乒 度 . 将 到 
与 必 一 {Cos 2 1 Zz) } 等 同 ,其 中 2 一 0 和 zl 一 二 0 分 别 对 应 于 本 征 
值 土 wz 和 0 的 本 征 子 空间 ,而 QC2) 群 在 CY 上 的 作用 由 


Pr* (eng ) = (er?e Ee Ee es (4, 14a) 
Ks CossRa) — Cro ,TosT1) (C4, 14b) 

生成 ,这 里 7 与 产 互 素 , 而 8E 信 的 作用 则 为 移 相 
QO (zor za) = (oe ec) 《4. 14c) 


{参见 (3.4) 式 ). 下 面 的 命题 给 出 在 作用 (4. 14) 下 的 不 变量 理论 . 
命题 6. 4. 3 在 作用 (4.14) 下 设 (a) 中 x 为 奇数 ， 则 
(ay OC(2) XS! 不 变量 的 Hilbert 基 为 
p= | liN = |i | | |i = = ReA,¥ = mA, 
其 中 =|zs|: 一 |z|: A=23 (Cv 2)” 
(Cb) DC2) XS 等 变量 的 生成 元 有 下 面 12 个 ， 
Vi= (200,0) ,6V!; 
Vi (gs (oz) "0.0) ,207. 
一 【站 
SV 一 0) 一) ， BV 
一 【0 27 le7 2d er er ) Vs, 
SV =—H(0, ede wt, — 2 1) 0V'. 0 
我 们 不 来 证 明 命题 6. 4. 3( 参 见 LGSSJ)， 利 用 该 命 鹏 可 以 写 
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出 在 作用 (4.14) 下 Qt2) XS 等 变 映 射 的 一 般 形式 ， 

为 计算 迷 向 子 群 ,我 们 引进 一 个 引 理 . 

引 理 6.4.5 设 群 TT 作用 于 两 个 信 不 变 子 空 之 和 UtDYVY. 设 
{usa 和} 为 工 症 如 上 作用 的 轨 谱 代表 元 组 ,ws 的 迷 辐 子 群 为 立 。， 
又 设 (vmhEBa) 为 二 在 VY 上 作用 的 轨道 代表 元 组 ,vig 的 迷 向 子 群 
为 Ts， 出 

{uv so EE 和 BE Bo 《4. 15) 
为 了 在 U 四 YY 上 作用 的 轨道 代表 元 组 , 且 vss 的 六 向 子 群 [op 为 
(ztasvog) 在 工 中 的 迷 回 子 群 . 
证 明 设 (w,w)EUGBV. 则 有 7YET 使 对 某 aE€A 有 Yu=， 
了 又 有 5E€E5 使 对 某 BEB 有 5Yv==vwop. 于 是 
O70) 一 【人 iD) = CH sveg) = (us Uap), 
故 (4. 15) 为 轨道 民 表 元 组 . Tw 为 Cassvop) 的 迷 向 子 群 可 直接 验证 . 
. 0 

对 于 TT 一 002) XS! 在 C* 上 的 作用 (4.14), 可 设 U=C ,VYV 一 C. 
为 简单 起 死 , 我 们 考虑 (4. 14a) 中 4 二 mm 二 1 情形 . ws 和 三. 已 在 命题 
6. 3.7 中 列 出 .利用 引 理 6. 4. 5 可 得 到 相应 的 轨道 代表 元 ; 迷 向 子 
群 及 不 动 点 子 空间 . 

对 于 D(2)XS!: 等 变 的 分 贫 问 题 , 利 用 命题 6.4, 3, 可 写 出 简约 
以 后 的 相应 形式 . 但 它 的 分 类 将 会 是 很 复杂 的 ,我 们 也 不 在 这 里 
作 细 介绍 了 . 只 是 指出 ,如 果 取 三 次 截断 , 则 其 某 些 形式 可 在 
Taylor-Couette 流 的 研究 中 过 到 . 


6. 4.3 ”Hopf-Hopf 模 态 相互 作用 


考虑 两 个 参数 移 OQ(2) 等 变 系 统 
r= fra), floada) 三 (C4. 16) 
假定 (4 60.6 有 两 对 纯 虚 本 征 什 士 wwi, 土 i, 其 (广义 ) 本 征 子 空间 
Wo 和 届 设 为 0(2) 单 纯 、 则 这 些 子 空间 的 维 数 为 2 或 4, 取 决 于 单 
纯 的 类 别 ， 我 们 考虑 dim Wo 一 2 和 dim W, 二 4 情形 . 经 约 化 ,可 设 


» 2 


(df on,o 一 7 , (4. 17) 
0 : enl 0 
其 中 了 为 2xX2 单 位 矩阵 . 0C2) 对 COC 的 作用 可 设 为 
BR) — Co tes Ee zs), {4. LBa) 
K+ (Ceri — (go Lr sl}. (4. 18b) 


我 们 玻 定 {4.16) 己 化 为 (Birkhoff) 正 规 形 , 而 且 (Cow:m) 为 非 
共 据 ， 则 由 命题 5. 4. 19 知 了 与 天 交换 ， 因而 可 考 虚 下 为 OQ(2)x 
T: 等 变 情 形 . 由 (4. 17) ,TT 的 作用 为 

(页 ) (oo ye) = (pg ez very)， (4. 19) 

下 面 的 命题 给 出 在 作用 (4. 18》,(4.19) 下 的 不 变量 . 

命题 6. 4.6 QC2)XT* 等 变 的 正规 形 向 量 场 具有 形式 


这 0 Q 
(po 十 it0) 0 | 十 Cp 十 i | 十 (po 十 i } | 
0 Pa -一 交 ? 


《二 . 20) 
其 中 四 "9 为 pi,4 和 参数 的 函数 ,而 
?= | zw 一 Iz | 十 [zs 1:,A = ,0 = |z2|? CO— Ei 


证 明 网 [LCGKJ. 9 
由 C4. 17) ,在 原点 处 有 
hh 一 a 一 DO ,on 一 yd = Wi, (4. 21} 


俞 7, 一 |zj| ;Birkhoff 正规 形 (4. 29) 的 相应 的 振幅 方程 则 为 
Crosrisre) — Cporor Cp po)r, Cp — ps)rs) = g. 
(Cd, 227 
8 的 零点 对 应 于 周期 轨 ,2 维 不 变 环 面 和 3 维 不 变 环 面 取决 于 rj 中 
零点 个 数 为 2,1 和 0. 
同上 面 的 分 析 类 似 ,可 证 振幅 方程 (4. 22) 为 ZX D, 等 变 ,其 
中 ZZ; 的 生成 元 局 和 和 用 的 生成 元 #6 ,we ,都 是 2 阶 的 ,在 及 * 上 的 作用 
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方式 是 


Kororisra) 一 《一 rosrisre), (4, 23a) 
xrosrists) 一 【fy 一 六 一 Yo 《4. 23b) 
witrorrisra) = trosris 一 re)s 4, 23c) 
ws ro rs) = CO— fors str), (4. 23d) 


由 此 可 得 到 Z; XD 的 迷 向 格 及 不 动 点 子 空间 . 并 通过 对 相应 的 
ZXxD, 等 变 分 盆 问 题 的 稳定 性 问题 的 讨论 可 得 到 原 振 幅 方 程 零 解 
的 稳定 性 结论 ， 

习 题 六 

6.1 设 HCO(3) 为 子 群 ,x:003) 一 SQ(3) 中 ZE 一 SO13) 为 投 
射 , 证 明 : 晶 不 在 SO(3) 中 且 不 合 一 1 的 充 要 条 件 是 存在 子 群 LC 
KCSOCG) 使 KK 二 x ,L 二 HN 门 9O(3) 且 在 KK 中 的 指标 为 2. 

6.2 设 V={4 为 3Xx3 对 和 角 从 阵 |tr A 二 0},Q(3) 作 用 在 Y 
上 为 YA 一 7147 ,YEO(C3). 

‘a) 证 明 上 述 作 用 绝对 不 可 约 . 

(b) 求 出 上 述 作用 的 轨道 , 迷 向 子 群 及 相应 的 不 动 点 于 空间 . 

Cc) 设 XK 有 一 VY 为 G03) 等 亦 . 证 明 ; 通 有 地 ,方程 工 一 
f(x; 四 有 一 轴 对 称 解 支 ( 这 里 解 为 轴 对 称 的 , 指 它 的 迷 向 子 群 包 
会 SOC2)). 

6. 3 (a) 对 于 及 :上 定 态 的 D, 等 变 分 人 沼 襄 题 ,证 明 以 ;为 迷 
向 子 群 的 分 支 不 会 出 现 Hopf 分 倪 . 

Cb) 更 一 般 , 考 虑 V 上 的 了 工 等 变 分 鱼 问 题 . 证明; 者 迷 癌 子 群 
三 将 V 分 解 成 不 同 的 绝对 不 可 约 表 示 的 直 和 , 则 与 相应 的 解 支 
不 会 出 更 Hepf 分 盆 . 

6.4 设 工 = 一口 (2) 标 准 作 用 在 下 上 , 设 0O(2)X 人 9 在 RIDR?* 上 
的 作用 为 

,0) 。[z|3] 一 YLzly]Ro， 
这 里 Lzlyj] 是 以 yy 为 列 的 2x2 和 矩阵 . 记 
= {0,— 0 € O02) x 8). 
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证 明 Fix( 玉 ) = | | | | 因而 dim Fix (3) 一 2. 运用 等 变 Hopf 
定理 {定理 6. 2. 8) 验 证 存在 周期 解 z 支 使 其 对 称 包 括 Row(s 一 站 = 
us) , 即 < 一 Rue(0) (该 解 通常 你 为 旋转 波 ). 

6.5 设 5 为 2X3 非 奇异 矩阵 ,7 一 | 。 机 1: 为 4X4 单 位 
矩阵 ,= {7 ,7}( 衬 Z,) 标 准 作用 在 及 :上 ， 

Ca) 证 明 dim Fix(T) 二 2. 

Cb) 设 了 ;到 4X 公 -> 弄 为 上 等 变 , 旦 

df(0,0) 一 中 | J, = 1 本 ] 
0 J 1 0 

方程 工 一 zx, 轨 什 么 时 候 有 以 下 为 (空间 ? 迷 向 子 群 的 周期 解 支 ? 

6.6 证 明 命题 6. 4. 1. 

6.7 设 w:S> 民 " 为 具有 迷 向 子 群 ZCDX 鲜 的 周期 解 ,:T 
x Si 一 TT 为 投射 . 设 工 二 {w(t |fESi) 为 的 轨道 . 证 明 xz) 一 
{YETI7YT,=T,}. 

6.8 ”证明 命题 6. 4. 3 中 的 量 满足 关系 


= AL2 CFCN 一 人) 一 多] 
进而 证 明 DC2)7XSI 不 三 量 环 不 是 和 多项式 环 . 
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第 七 章 ”离散 系统 中 吸引 子 的 对 称 性 


本 章 讨论 由 等 变 映 射 生成 的 离散 系统 中 吸引 子 的 对 称 性 结 
构 . 我 们 先 在 $7. 1 中 对 一 般 离 散 系 统 引 进 拓扑 动力 系统 的 基本 
理论 ;组 在 $7.2 中 研究 等 变 离散 系统 中 吸引 子 对 称 性 的 一 般 理 
论 ; 然 后 在 37.3 中 就 有 限 群 的 对 称 性 结构 进行 讨论 ,并 在 7?.4 中 
对 $37.3 中 的 一 个 基本 定理 作出 证 明 . 本 章 的 许多 材料 取 目 
Nelbourne 等 上 新 近 的 工作 [MDG ] 和 [AM |， 


$7.1 拓扑 动力 系统 


本 节 我 们 来 讨论 由 一 般 映 射 生成 的 离散 系统 . 为 下 面 研 究 这 
类 系统 中 吸引 子 的 对 称 性 变化 作 淮 备 ,这 里 将 围绕 不 变 集 ,特别 是 
吸引 子 来 介绍 拓扑 动力 系统 的 基本 概念 和 方法 ， 我们 还 在 本 节 介 
绍 拓扑 混合 性 和 敏感 依赖 性 竺 方面 的 问题 . 


7.1.1 不 变 集 和 极限 集 


设 义 是 局 部 连通 的 完备 度量 空间 ,并 且 具 有 可 数 拓 扩 基 , 了 ;X 
一 X 是 连续 映射 . . 

定义 7.1.1 称 忒 的 子 集 S 是 三 不 变 风 : 正 不 变 的 :了 道 不 
变 的 ,分 别 指 AS) 一 S,7CS)CS， 广 : (S)CS， 了 不 变 集 ,f 正 不 变 
集 和 f 逆 不 变 集 统称 为 了 的 不 变 集 . 

例 7. 1.1 常见 的 不 变 集 有 

(a) xEX 在 了 下 的 轨道 

OCr} = Fr) | 二 一 012 

是 fF 正 不 变 集 . 

《b) 了 的 不 动 点 集 
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Figf = {rx E X|f(r) = x} 
和 /了 的 周期 名 集 
Per(f) =U Fix (Cf) 
都 是 了 不 变 集 ， 对 zEPer(CP) , 称 满足 产 (r)= 工 的 最 小 正 整 数 上 
为 < 的 周期 ,这 时 称 zx 为 E 周期 点 , 称 O/Czx) 为 周期 轨 . 
(c) zEX 的 极限 集 
ofz) 一 1 扩 入 | 存在 一 ce 使 产 (z) 一 y} 
是 处 的 f 正 不 变 的 闭 子 集 , 满 足 
of Fr = wl), Cl.1) 
(d) 了 的 非 游 萝 集 
0 = 二 {x 万 | 对 xz 的 任意 邻 城 U, 存 在 之 0 使 
UNAU)ZA GG} 
是 f 正 不 变 闭 集 . Q{ 放 中 的 点 称 为 非 游 荡 点 . 易 见 ,Fix 六， 


Per( 方 和 az) 都 是 品 (所 的 子 集 . 
fe) 设 S 二 XX. 称 集 合 
tS) = (SS), C1]. 2a) 
SY = Ll CA) 0S) 《1. 2b) 


分 别 为 S 在 了 下 的 原 像 并 和 原 像 交 . 则 多 (SY}CSC 纺 {SS), 事 
实 上 ,可 验证 1(S) 是 含 S 的 最 小 的 广 逆 不 变 集 ,名 (tS) 是 含 于 5S 
中 的 最 大 的 上 上 正 不 变 集 , 且 
BI) = 及 (个 ) 《1. 3) 

(习题 ?7. 1). 一 般 地 ,S C 必 外 是 让 正 不 变 集 的 充 要 条 件 是 X\S 是 了 
道 不 变 集 ， 

称 2,《Pert 了 )) 中 的 元 素 为 了 的 终归 周期 点 , 易 见 工 是 终归 
周期 点 的 充 要 条 件 是 Oy(x}) 为 有 限 集 . 

现在 我 们 来 讨论 极限 集 的 性 质 . 

命题 7. 1.2 设 SCX 是 下 正 不 变 集 ,x EX. 着 wlzr) 含 S 的 
内 点 ; 即 wtx) 门 int S 隆 他, 则 存在 S 的 有 限 个 和 连通 分 支 Co,…， 
C-: 使 得 

= 2 * 


fa) wtr) MS CC UC, 1 H wr) CE , OILr. 
《pb) 如 被 和子 轮换 ， 即 
FCD) TOCorpDmar RI 1.4 生 ) 

fc wr) TCo lj LC, 1. 

证 明 设 yEuwkzy 站 intS， Go 是 S 中 会 点 3 的 连通 分 支 . 由 
XX 的 局 部 连通 福 知 C, 是 y 的 邻 域 . 由 yEowgz) 知 有 > 全 0 使 
户 (Co) 门 Co 尖 向， 再 由 连通 性 及 S 的 正 不 变性 知 广 (C,)CCo. 对 0 
和 jc<r 设 口 为 S 中 含 PCCo) 的 连通 分 支 . 则 由 连续 性 ,有 fCC;) 
CCorbmar* 即 hb) 成 立 . 另外 由 于 存在 磅 0 使 产 Cr) ECo, 故 


# 一 】 
DOifFCr)C UCi 进而 让 (1.1)， 
JJ 一 人 


wr) = of CCGUm UC =OU UC 
即 (c) 成 六 .最 后 (a) 成 并 是 因 C; 是 S 的 连通 分 交 , 从 而 十 S 的 团 
于 集 , 于 是 C=C, 站 S， 
ary (SC SU UC, :NS) 
= CU UC 口 
推论 7. 1.3 若 S 是 了 正 不 变 集 且 ww(zr》 CintS, 则 存在 S 的 
连通 分 到 ComwyC -ly 满足 
wr) NN CB, AC) CCpmdrs 日 扫 < 
HE wr CCoU…U Ci - 口 
合 师 7. 1.4 设 大 X 一 和 连续 ,zEX. 若 有 间 胚 上 ;区 一 又 使 
Fh=he FN Rr)) =w hr)). 
证 明 对 任意 y Ew(lzr), 有 户 (x) 一 y. 进而 (h(x)) 一 
ACF ATI hy) ,BR hy) EwhRCr)). TR ACw Cr Cwlh lr)). 
男 一 方面 ， 
weACr)) = he hi(wh(try)) 
CC (一 
故 有 hwlx)) =wihtr)). 0 
命题 7. 1.5 设 f,X 一 XX 连续 ,zE 只 及 站 一 az) 设 久 为 局 
部 紧 致 , 且 信 为 紧 致 ， 则 
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(a) Ortx) 是 紧 集 . 

(b》 入 是 下 不 变 的 ; 即 f(A) 一 A， 

证 明 (ay 因 义 局 部 紧 且 A 紧 , 故 存在 A 的 邻 域 U, 使 口 是 
紧 上 集 , 对 yEA, 由 /ty)}EACU 知 存 在 y 的 分 域 V,CU 使 
FIVDCU. 令 V= UsavVv 则 VY 是 A 的 领域 ,满足 VCU 电 
ACVYCU. 现 来 证 Oy(xwj} 是 紧 集 . 若 不 然 , 则 Oy Cx)\U 是 无 限 集 ， 
因而 对 每 个 六 (zy EV, 有 最 小 的 正 整 数 1, 司 产 fxz)EUNV, 而 
Ft Cr) EU, 由 此 可 见 ANCO\V)Z 乡 ， 但 这 与 ACYV 了 矛盾 ， 
(a) 得 证 . 

人 b) 由 的 正 不 变性 ;只 要 证 ACFCA). 设 yEA, 则 存在 nn 
一 cc 使 产 (Czr) 一 Yy 由 (fa) 知 { 产 -rz 有 政策 子 列 . 设 zx 是 
{ 产 -2z 的 一 个 收 伍 子 列 的 极限 , 则 = 各 A ,而 y 一 .FEFCA). 

“OD 

推论 7. 1.6 设立 是 有 限 维 向 量 空间 ,f/f;X 一 XX 是 连续 映射 . 


Ca) wtxr) 为 非 空 紧 集 当 且 避 当 Oy(tzx) 有 界 . 
(b) 着 wltx) 是 非 空 紧 集 , 则 wtzr) 是 下 不 变 集 . 口 


7.1.2 吸引 子 


定义 7.1.2” 设 S CX 是 了 正 不 变 闭 集 . 称 S 稳定, 指 对 S 
的 任意 郭 域 U, 存 在 $ 的 邻 域 V 使 产 V)CU 对 一 切 xz0 成 立 ， 
称 稳定 的 % 极 限 集 为 吸引 子 ， 

注 7.1.7 由 于 在 上 述 定义 中 椒 要求 吸引 子 含 稠 较 道 或 具有 
族 近 稳定 性 ,因而 定义 7.1.2 中 的 吸引 子 比 运 常 的 概念 更 广泛 .这 
里 ,稳定 集 S 为 渐 近 稳定 是 指 上 述 邻 域 Y 中 的 每 一 点 的 = 级 限 集 
都 在 S 中 . 

有 和 时 候 我 们 会 遇 君 比 吸引 子 蝎 弱 的 入 念 ， 

定 艾 7.13 称 了 正 不 变 闭 集 S 在 点 zES 处 稳定 , 指 对 S 的 
企 一 邻 域 U ,存在 上 的 邻 域 Y 使 产 (VDICU 对 一 切 ”0 成 立 , 称 
% 极 限 集 S 是 在 一 点 的 吸引 子 , 指 存在 ES 使 S 在 上 处 稳定 . 


蝇 二 三 曙 生 
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显然 ,吸引 子 是 在 一 点 的 吸引 子 , 但 反之 不 真 . 

例 7. 1.8 考虑 一 维 映 射 (x) 一 prt1 一 x) 的 w 极 限 集 . 当 产 
3.569946 时 的 “Feigenbaum"” 极 限 集 是 吸引 了 于 CCantor 集 )， 
但 不 是 渐 近 稳定 的 ,因为 在 它 周 围 布 浦 不 稳定 轨道 ; 当 = 二 4 时 的 
山 维 胃 集 各 ,1 是 在 一 点 的 琢 引 子 , 但 不 是 吸引 子 . 

下 面 的 命题 告诉 我 们 ,不 同 的 吸引 于 是 徐 此 分 离 的 . 


命题 7- 1,9 设 Ai,A: 是 了 的 吸引 子 : 若 入 门 A 天 疗 : 则 和 


一 上 由 :， 

证 明 假设 大 AA;, 不 妨 设 A 人 Ao 二 wlzx) ,i 一 112. 取 上 a 
E AINAe， 则 有 入 ;的 开 邻 域 品 使 a 全 U， 由 A; 稳定 知 存 在 总: 的 开 
邻 域 玉 使 产 CVICU,n 守 0. 由 w(xD 站 VDA 门 As 关 放 知 存在 m 
衬 0 使 产 (xyEV, 因 此 OFC 产 (zy))CCU ,进而 AU ,这 与 a€E A 
AU 雍 盾 . 口 

下 面 的 命题 表明 , 肥 引 子 还 是 共 斩 不 变 的 ， 

命题 7. 1. 10 设 /:X 一 X 和 连 捷 ,hh:XX 一 多 为 同 胚 使 1 凤 二 
瑟 。f, 且 设 和 是 了 的 一 个 级 引子, 则 

(a)》 (AA) 是 下 的 吸引 学 ， 

fb) 若 ANACA) 关 如 , 则 RC(A)=A. 

证 明 (a) 设 A 一 w(xz). 由 命题 7. 1. 4 知 有 (CA) 二 wth(z3). 只 
要 证 明 产 (A) 是 稳定 的 . 设 U 是 kA) 的 邻 域 , 则 41CU) 蚌 A 的 
邻 域 . 因 A 稳定 , 故 有 和 的 邻 域 V 使 产 (VCA IUD az0 于 是 
hCOV) 是 上 (CA) 邻 域 , 使 

六 (ECVJ) = AOFCVOY) CRATIUND) = U,n0., 


故 (A) 稳 定 . 
Cb) 是 (a) 及 合 题 7. 1.9 推论 . 0 
引 理 7. 1. 11 设 S,ACX 是 闭 集 , 且 A 是 稳定 的 广 正 不 变 
集 , 则 下 三 条 等 价 ， 
《i) A 丰 门 S= 总 ， 


(OD A CC int 多/ 
(Ci) A 门 :有 79 一 个， 


4 


| 


证 明 由 SC 和 BA(S) 知 Gi 由 (1.3) 式 知 ( 让 地)， 下 
面 设 人 成立, 有 即 A 门 S== 保 , 则 X'S 是 和 的 开 邻 域 , 由 和 的 稳定 性 
知 存 在 上 的 开 令 域 V 使 COVCXMS 对 一 切 有 0 成 立 , 从 而 VC 


DRS , ACInt NS), (成立 . 口 
命题 7. 1. 12 设 和 上 仁和 是 咀 引 子 ,S 是 含 和 外 的 开 集 . 则 
《ay》 存在 多 /CS) 的 有 限 个 迁 通 分 支 Co C_1 履 六 入 ,是 


FOOTCCr md OKILr, 
(by》 若 M 是 与 站 相交 的 了 正 不 变 集 , 则 M 门 CC 产儿 ,0 扫 j 


证 明 (a) 是 引 理 7.1.11 及 推论 7. 1. 3 的 直接 推论 .《b) 是 由 
于 M 与 A 相交 ,M 必 与 {C,} 中 的 一 个 相交 ,由 不 变性 ,M 也 与 其 
中 的 每 一 个 相交 . 0 

命题 7. 1. 13(a) 传记 周期 点 的 级 引子 至 多 有 此 个 连通 分 友 ， 

因而 含 周 期 点 的 吸引 子 不 是 Cantor 集 . 

(b) 售 不 动 点 的 吸引 子 和 连通 . 

证 明 (a) 设 A 是 含 上 周期 点 的 吸引 子 . 若 和 = 和 AU 
A 这 里 Aj 是 彼 此 不 相交 的 非 空 闻 集 , 则 可 取 彼 此 不 相交 的 开 
集 V 使 ACV,1Sj<h+1. 记 S= UV. 因 S 是 合 A 的 开 集 ,由 
命题 7.I. 12(a),A 被 多 :(S) 的 有 限 个 连通 分 支 Co,…,C,-1 著 盖 ， 
而 了 CD)CCorv ay0sj<r 但 由 于 SS 分离 Aj, 每 个 C) 至 多 与 
一 个 A, 相交, 故 rr 之 # 十 1. 另 一 方面 ; 取 AA 中 的 一 杂志 周 期 轨 M， 
则 由 命题 7. 1. 12Cb),M 必 与 连通 分 支 族 {C;} 中 的 每 一 个 相交 , 妈 
Er 得 出 矛盾 ， 

(b) 是 (a) 的 直接 推论 . 口 


7.1.3 拓扑 传递 性 


定义 ?7.1.4 设 SCX 是 非 空 的 了 正 不 变 闭 集 . 称 S 是 极 小 
的 , 指 5 不 含 f 正 不 变 的 非 空 真 闭 子 集 ; 称 S 是 拓扑 传递 的 , 指 存 
在 zES 使 S=Ortz) 称 S 是 开 集 传递 的 , 指 对 S 的 任意 开 子 集 U 
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和 VV, 存在 正 整 数 N 使 六 (CU)NV 关 9; 称 S 是 拓扑 混合 的 , 指 对 
S 的 任意 开 子 集 U 和 V， 存在 正 整数 N， 使 产 rU) 由 V 关 对 一 切 
n>N 成 立 ， 

回忆 SCX 可 分 ,是 指 S 含 一 可 数 的 稠密 子 集 , 

关于 极 小 性 .拓扑 传递 性 , 开 集 传递 性 和 拓扑 混合 性 ,有 如 下 
结论 ， 

命题 7. 1., 14 设 SCX 是 站 正 不 变 闭 集 . 则 

(a) S 极 小 当 且 仅 当 S=OFCr) ,YY XES. 

人 b) 若 S 极 小 , 则 SS 拓扑 告 递 . 

te) 设 S=wlx), 则 SS 为 开 集 待 递 的 . 

td) 若 S 可 分 且 为 开 集 传递 ， 则 S 为 拓扑 传递 ， 

(e) 车 SS 可 分 且 在 了 下 拓扑 混合 , 则 对 每 个 1,S 在 产 下 括 
扑 传递 ， 

证 明 (a) 若 S 极 小 , 则 对 ES, 由 上 的 连续 性 ， 以 及 S 和 
Ortz) 的 正 不 变性 知 

FIDrCr TC TIO) COrz) CS=S, 

即 Oytz) 是 3 的 非 空 的 f 正 不 变 闭 子 集 ,因而 S=Oylzr). 

反之 , 若 S 非 极 小 , 则 有 了 了 正 不 变 的 非 空 闭 集 S, 兵 S. 故 对 zE 
Sl ,Or}TS,. 因而 S 了 Or(tx), 牙 逢 . 

Cb) 由 (Ca) 直接 推 得 . 

lc) 设 吕 和 VW 为 S$ 的 非 空 开 子 集 , 则 有 了 >0 使 产 (zyEU, 由 
(1. DD 知 wz) 一 S. 才 又 有 n>0 使 了 "(Cz)EV, 帮 ri*(x)E 
产 (DD 站 VS 为 开 梨 传递 ， 

(d) 设 s$ 为 开 集 传道 . 由 S 可 分 知 有 可 数 基 {U.}. 则 F',= 


Srs(U。) 是 S 的 非 空 开 筒 集 ， 因 S 是 完备 度量 空间 , 故 几 FF, 非 
空 . 设 zaE 全 F,. 则 对 每 个 ,存在 m. 使 f(zo)E Us 故 可 Co 
=S. 
Ce) 由 td) 推 得 ， 口 
定理 7. I.15 设 关 是 可 分 的 完备 度量 空间 . 则 六 中 拓 村 混合 


" = 


的 吸引 子 是 连通 集 ， 

证 明 设 A 是 了 的 吸引 子 ,4 一 AUA, 这 里 Ai,A:* 是 不 相 
交 的 非 空 间 集 . 取 不 相交 的 开 集 Vi,Vs; 使 A;CVj(j 一 1,2), 令 5 
一 YUV:、 由 命题 7,.1. 12(a), 存 在 多 /(S) 的 连通 分 支 Co,…， 
Ci 使 ACCeU…UC-7FCCDCChar(C0 和 Jr) 易 见 7 实 
2,A 站 Co 'A 门 C ;是 彼此 不 相交 的 产 正 不 变 集 , 且 这 些 集 合 


中 至 少 有 两 个 是 非 空 的 . 因此 A 一 U (ANC) 在 fr 下 不 是 开 集 伟 
井 的 由 命题 7. 1. 14Ce) 和 (d) ,A 在 下 不 是 拓扑 混合 的 . 0 


7.1.4 孝感 依赖 性 


最 后 ,我 们 考虑 吸引 子 的 敏感 依赖 性 问题 . 

定义 7.1.5 设 了 :X-X 连续 . 称 了 正 不 变 集 S 具有 双 依 赖 
性 , 指 存 在 e>0, 使 得 对 任意 xES 及 35>0, 存 在 yEBs(x) 及 正 整 
数 mx 满足 d(C 疡 (x); 产 (y))>>s, 如 果 和 是 欧 氏 空间 ,入 正 不 变 集 S 
满足 :存在 含 S 的 具有 正 (Lebesque) 测 度 的 集合 YY 及 正 数 se, 使 得 
对 任意 xEY 及 6>0, 存 在 yEBslx) 及 正 整 数 m, 满 足 

dF Cr), f(y)) > €, 

则 称 S 具有 敏感 依赖 性 , 

显然 ,具有 敏感 依赖 性 的 S 必 具 有 弱 依 赖 性 ,而 车 S$ 具有 正 测 
度 , 则 繁 感 依 赖 性 和 性 依赖 性 是 等 价 的 . 

命题 7.1.16 设 工 EX,SCX 是 了 正 不 变 集 ,满足 w(x)S 
及 mkzr) 握 安 r4S)， 则 w(x) 具 有 验 依 赖 性 若 民 是 欧 氏 空间 ,om(z)》 
还 具有 正 (Lebesque) 测 度 ; 则 wtx) 具 有 敏感 依赖 性 ， 

证 明 只 要 证 w(z) 具 有 弱 依 赖 性 ， 设 pEwm(lx)\S,qd 为 p 到 
S 的 距离 , 取 eE (0,a). 对 yEw(lzr) 及 >0, 存 在 xEBsty) 及 正 整 
数 mz 宇 zm 这 ,使 得 户 (z) ESx 二 (Cr) EBsCy), rai(ri) EE 
Ba 由 SS 的 正 不 变性 知 产 :zx)ES, 因 而 

dfratr) rz dp Fz)) — dp f(z)) > &, 

max(d(f™ (tr) fry) dP (2) ,f(y)) > ef2, 
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故 wkCz) 具 有 戏 依 赖 性 . D 

Devaney 曾 在 LDej 中 给 出 混 浅 的 定 交 ;, 即 ,六 在 正 不 变 闭 集 S 
CX 上 是 混 注 的 ,车 (i)S 是 开 集 传递 的 , C0) 的 周期 皮 在 S 中 再 
密 , 且 (ii)S 具有 弱 依 丈 性 , 下 面 Banks 等 人 的 结果 [BBCDS4 表 明 
这 里 的 (ii 不 是 必要 的 ， 

命题 7. 1.17 设 广 正 不 变 闭 集 SCCR 为 开 集 和 传说, 目 合 一 秽 
密 的 周期 点 集 , 若 S 不 是 周期 轨 , 则 S 具有 能 依赖 性 ，， 

证 明 取 S 的 两 个 (不 同 的 ) 周 期 困 Orz 和 OrCzz), 命 bo> 
0 表示 Oztz2 和 Oy{ze) 辐 的 距离 . 取 = 一 上 /8. 对 任 一 了 了 ES, 及 全 
E (0,e) ,由 周期 点 稠密 性 知 在 stz> 门 $ 中 有 一 周期 点 x. 设 z 的 
周期 为 n.， 由 襄 的 取 法 知 存 在 EOFCrD UOQrtza) ,使 dt (rw)， 
了) 六 加 /2 一 45, 对 1 六 0 从 

U =Nio fCB fe))). 

则 如 为 ww 的 ( 开 ) 邻 域 . 由 开 集 传递 性 知 存 在 YE Bstxz)[1S 及 天 > 
0 使 产 (y) 人 EU. 

命 吉 是 这 十 1 的 整数 部 分 ; 则 1<<mm 一 k<n、 于 是 

fry = PY EE f* HAU) CC Bf tw)). 
注意 到 f”(z) 二 z, 有 | 

df™ (2) yD) =d(e, fF™ (y)) 

dr, fA) dp) fy)) —d(z, 7) 

de—d— 人 o>46— 2e 二 25. 
由 于 dC Cy do dy) 
可 见 ,或 者 dO” (xz) ,rr(y)) >e; 或 者 dO"m(z),f™(z)) >5, 这 
说 明了 S 的 弱 依 赖 性 ， D0 

于 是 , 据 命 题 7. 1, 14Cc} 和 7.1.13ca), 有 

推论 7. 1.18 设 A=w(lr) 不 是 一 周期 轨 , 且 含 稠密 的 周期 点 
集 . 则 入 具有 能 依赖 性 . 若 斥 买 为 吸引 子 , 则 和 由 有 限 个 连通 分 
支 组 成 . 口 

注 7.1. 19 对 于 一 维系 统 上 了 一 取 , 苦 efgz) 为 拓扑 传递 , 则 
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总 有 mr)C Per 门 (参见 LMDGJ)7. 
87.2 琢 引 子 的 对 称 狂 


这 一 节 我 们 研究 由 等 变 连 续 映射 所 确定 的 离散 系统 中 对 称 吸 
引 于 的 结构 及 其 变化 ,我 们 先 讨论 集合 的 对 称 性 ,然后 来 讨论 等 变 
离散 系统 中 吸引 子 的 对 称 性 的 结构 特征 ， 


7.2.1 集合 的 对 称 群 


设 和 是 有 限 维 癌 量 空间 , 且 紧 Lie 群 卫 作 用 于 世上 . 
定义 7 2.1 设 和 是 XX 的 一 个 非 空子 集 . 称 
B= {rETIA=A!. (2.1) 
为 A 的 对 称 子 群 ,并 称 
Ta 一 人 之 - (2., 2) 
为 A 的 瞬时 对 称 子 群 . 


当 A= {z}y 时 ,Za=T。 就 是 我 们 通常 定义 的 迷 向 子 群 .我 
们 用 DT < 表示 PT 是 群 忆 的 正规 子 群 .下 面 的 命题 指出 TA<]3A， 
命题 7. 2.1 设 ACX 是 非 空 集合 ,并 记 Y=Fix(T、). 则 
(a) Zu 是 工 的 子 群 , 且 当 ACX 是 闭 集 时 ,Z。 是 下 的 问 子 群 . 

(tb) Ts。 是 了 的 闭 子 群 , 且 是 au 的 正规 子 群 . 
(c) ACV, EV= UevPix(Z,)., 

证 明 (a) 由 定 义 知 2 是 了 的 子 群 . 若 A 是 闭 集 ,7, EZ 
满足 六 一 7,ET (nc0), 则 对 每 一 aEA,7 aEAyY, a>y a(n> 
co0), 鼓 76aEA, 同 理 可 证 7'aE 有 A, 因而 YE5,Zs 是 闭 子 群 . 
Cb) 因 T, 是 闭 子 群 卫 ,,zEA, 的 交 , 因 而 是 闭 子 群 .对 cE 

TAYEE, 及 XEA, 因 oyYr=Yr, 故 Yig7ET, 因 上 比 T, < 
(c) ”对 任意 xEAUVY, 有 T,CC3,, 进 而 x EFix(3,) CFix 
《CTa) 二 VY ,可 见 
VCAUTCUevEFixCz ) CY, 
这 证 明了 《ec)， 口 
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定 光 7. 2. 2 称 商 群 Ss = 二, /Th 为 集合 在 的 强 对 称 群 . 当代 。 
二 1 时 , 称 A 为 对称. 
注 7. 2. 2(a) 由 命题 7. 2. 1(b) 知 ,Zz 包含 在 Ta 的 正规 化 子 
NeCTA) 中 ,因而 
Sa CNnCTAD7A In。 (2. 3) 
(bl Ta,Z4 各 Ss 在 应 用 中 具有 不 同 的 含义 ,例如 对 偏 微分 
方程 的 非 定 态 解 A,T， 是 该 解 在 每 一 时 刻 具 有 的 对 称 性 ,而 Es 是 
该 解 对 时 间 取 平均 后 具有 的 对 称 性 ,Ss 就 是 经 过 时 间 平 均 化 后 产 
生 的 对 称 性 (参见 [DGM])， 
定义 7. 2.3 对 工 的 子 群 z, 称 集合 A 是 三 不 变 的 ， 指 2CE， 
即 YA 一 A,Y YEE. 
引 理 7. 2.3 设 紧 Lie 群 【作用 于 各 上 ,SCX， 
(a) 车 S 是 工 不 变 集 , 则 XX\S,int S，S, 均 为 工 不 变 集 , 这 里 
f:X 一 处 为 荆 等 变 . 
人 b) 若 SCX 是 闭 集 , 则 出 YS 是 合 S 的 最 小 的 工 不 变 闭 集 ， 
lc) 若 SCX 是 开 集 , 则 由 YS 是 会 于 S 中 的 最 大 的 蔗 不 变 开 
集 . 
证 明 ” (a) 是 显然 的 ， 
(中) 设 六 后 下 ， 了 和 Sr 一 iognaco) 因 工 紧 :不妨 设 7 一 
为 ET 一 eco) 记 了 为 上 的 工 不 变 度 和 量 . 则 
dr To) = dN Ter to To) 
A x 0) 十 可 (zey7yo lro) 
-0 (tn oo), | 
故 zo>Yotxoln*oo), 由 S 闭 知 ,Yi1xoE 5S, 或 zoE7o5, 从 而 UYS 
是 闭 集 . 其 本 不 变性 及 最 小 性 是 显 然 的 . 
(c) rE€ UYCXNS) 当 上 且 仅 当 存 在 YET 使 YT!ix 态 5S, 后 者 成 并 
当 和 且 仅 当 rz& Ns. 因此 人 7S 一 X\ U7GNS)， 由 (b), 这 昨 开 和 集 ， 


其 工 不 变性 及 最 大 性 是 显然 的 . 品 
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定义 7. 2,4 设 群 三 作用 在 集 台 站 上 ( 即 2 中 每 个 元 素 是 Y 
上 的 一 个 变换 ), 这 种 作用 是 传递 的 , 指 对 任意 zx,yE Y, 有 oE€3 
使 otx) 一 y; 作 用 是 不 动 点 自由 的 , 指 oz€ 3,yEYY 使 得 oty) 二 y， 
草 涵 o 为 单位 元 . 

比如 ,ACX 的 强 对 称 群 S. 在 A 上 诱导 的 作用 是 不 动 点 自由 
的 . . 
引 理 7.2.4 设立 是 由 > 个 元 素 组 成 的 有 限 集 , 群 三 不 动 所 
自由 地 作用 于 YY 上. 若 > 阶 循环 群 包 传递 和 用 于 YY 上 , 且 忆 和 马 
的 作用 可 交换 , 则 王 同 构 于 王 的 一 个 子 群 , 即 存在 整除 > 的 正 整 
数 到 使 荆 人民， 

证 明 国定 yEY. 对 weEzE, 由 |Y| 王 > 和 荆 的 传递 性 ,存在 
唯一 的 a€E ZB 使 oy 二 ay, 从 而 有 了 映射 XZ 满足 X(tg) y= 二 ay， 
VoEZ. 对 qo6E5z, 因 5 与 世 的 作用 交换 ,是 Abel 群 , 克 

dos = MNF 一 Kgs) oy 
= Xo Xo)Y = XoXo YY. 
因而 X002) 二 Xie)X(os); 即 xX 是 同 态 ,着 XC 一 1; 则 oy==y. 由 
的 作用 为 不 动 点 自由 知 5 二 e. 故 ¥ 是 单 同 态 , 宇 同 构 于 夺 的 于 
群 X(2). 0 


现在 我 们 考 虚 等 变 上 映射 情形 . 

推论 7. 2.5 了 等 变 映射 的 > 周期 轨 的 强 对 称 群 同 构 于 的 
一 个 子 群 ， 

证 明 设 f:X->X 是 T 等 蛮 上 映射 ,二 {rr ,1(x)) 
是 子 的 ~ 周期 轨 . 则 Sy 不 动 点 自由 地 作用 于 Y 上 ,而 忆 传递 作 
用 于 站 上， 

av 六 (zz 一 fr Ya Td, 

由 了 的 等 变性 知 Z 和 Sy 在 立 上 的 作用 可 交换 .由 引 理 7. 2. 4,Sy 
同 构 于 五 的 子 群 . 口 

定义 7.2.5 议 卫 和 A 为 工 的 子 群 . 王 为 A 的 循环 节 张 ,在 和 
为 习 的 正规 子 群 , 量 商 群 /A 是 循环 群 . 
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推论 7. 2.5 设 上 三 和 -> 和 是 上 等 变 上 映射 ,EX,Z 一 Zoo 设 S 
C 和 是 王 不 变 的 子 正 不 变 集 . 若 mlx) 会 全 的 内 点 , 则 存在 S 的 有 
限 个 连通 分 支 Co,*… ,C1; 使 得 

{ay or)NNSCCo iC 1 H wir)) CBG, 07Lr. 

(by) CDCCornDaeayy DSS 7 

(0) wr ITCE UY UC. 
(d》2c6o 二 "… 二 Ze,_1: 上 且 王 是 A 一 Bo 的 循环 扩张 ,Z/A 同 构 于 

Z. 的 子 群 . 

证 明 《ay 《by (ec) 即 命题 7, 1. 2. 

Cd》 因 S 是 三 不 变 集 ,soE 2 是 同 胚 ， 故 ec; 是 S 的 连通 分 
支 ， 从 而 作用 于 集会 

= {Co ,C1 
上 .车 oj 二 Gi; 则 sf(C0)= 了 CoC7) 一 fC0), 故 oCeoys 二 Gri; 从 而 
C3 ,ww 因此 记 ,=…== 计 ,,. 记 A=3c. 则 A 是 在 Y 上 
作用 的 核 ,A 是 王 的 正规 子 群 ， 易 验证 Z/A 不 动 点 目 由 地 作用 于 
YY 上 上 , 且 与 在 YY 上 的 传递 作用 
aC= Cornmnar YEL0RITr, 

交换 ,因而 由 引 理 7. 2. 4,3/A 同 构 于 Z, 的 子 群 . 口 


74.2.2 吸引 子 的 对 称 性 


推论 7. 2. 5 指出 了 周期 罗 的 对 称 性 . 我 们 更 在 来 讨论 吸引 子 的 
对 称 人 性 . 首先 ,作为 命题 7. 1. 10 的 推论 ,我 们 有 

命题 7- 2.7 设 f:X->X 是 等 栾 连续 贞 射 ,A 是 了 的 一 个 
吸引 子 . 则 

(a) YA 是 下 的 吸引 子 ,Y YET. 

(b) B={YETITANAZAG}. 0 

注 7.2.8 设 了 为 了 等 变 上 映射 ， 我 们 经 常 要 讨论 f 的 T 对 称 
吸引 子 ( 见 定义 7.2.2). 设 入 为 上 的 吸引 子 , 且 王 一 3， 

(al 若 A 为 工 对 称 , 即 3 与 Ss 相同 ; 则 可 把 了 看 成 是 等 
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变 瞻 射 ， 

‘b) 若 &A 不 是 三 对 称 , 由 命题 7.2. 1(ec),ACFixtTaA)， 我 们 
可 以 考虑 在 了 不 变 子 空间 Fix(T。} 上 的 限制 映射 g 二 |FixCT，)， 
易 验证 g 是 A=NrCTA) 等 变 酉 射 , 在 和 A 中 S 与 Ta 一 致 ,因而 可 
象 (a) 那 样 ,把 和 A 看 成 是 2 等 变 上 映射 g 的 2。 对 称 吸 引子 . 

下 面 的 命题 描述 了 吸引 子 的 每 个 连通 分 支 的 对 称 性 . 

命题 7. 2.9 设 广 和 一 又 是 工 等 变 连 续 上 映射 ,和 是 下 的 一 个 
吸引 了 于 ,二 A 二 Anlj-…UA, 其 中 A, 是 A 的 连通 分 支 ,0<J cr 
则 
(a ZA 二 "一 全。 ，，* 且 Da 是 和 A 一 Zh 的 循环 扩张 ， 即 立 是 ZA 
的 正规 子 群 ,而 Za/a 同 构 于 ZZ 的 一 个 子 群 , 

Cb) 著 生 还 是 了 不 变 集 , 即 f(A) 二 A, 则 TA 一 TAOS7<r， 
并 且 SA, 一 … 一 Sa 是 Sa 的 正规 子 群 ,而 Sa/Sa 是 循环 群 . 

证 明 取 X 的 彼此 不 相交 的 开 子 集 Vij,j 二 0,…,r 一 1, 使 A, 


EV, 令 S=UvV,s= 由 YS,， 则 由 引 理 7. 2. 3(e) ,S 是 X 不 变 


的 开 集 , 且 态 CSCS. 由 引 理 7 了. 1. 12 及 推论 7. 2.6(d) 知 , 存 在 
2zr(S) 的 有 限 个 连通 分 支 Co,…,C，; 及 54 的 正规 于 群 A 二 Zc 二 
… 一 &。， ,使 得 ATCC LUC, Za/A 同 构 于 Zn 的 一 个 子 群 . 
易 见 每 个 C; 与 且 只 与 一 个 A, 相 变 , 故 & 一 r, 县 不妨 设 Aj;CC, :OE 
j<r;， 可 见 忆 ,一双 ,从 而 (a) 得 证 . 

若 帮 A) 一 上 各 , 则 大 (AD 一 Ahoyosj<r 国 而 Ta,CO 
Ta 可见 工 , 一 … 一 TA， 又 因 T 一 中 T。 : 故 Ta = Ta 0 
Fa | Ta<iZai Ea TaoZ 故 Su 一世 7 Ta 是 Ss 二 ZarTa 的 
正规 子 群 , 且 SA/S, 同 构 于 ZA/Z4. 而 /34 同 构 于 世 的 一 个 子 
群 , 故 Sa/Sa 是 箱 环 群 .(b) 得 证 . 口 


注 7.2 10 行 A 是 紧 吸 引子 , 则 由 推论 7?.1.6,A 是 了 不 变 
集 , 因 而 命题 7. 2, 9(b) 的 结论 自然 满足 ， 
命题 7.2.14 设 了 :XX 是 全 等 变 和 连续 映射 ,A 是 下 的 吸引 
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子 ,Sa 一 了, 设 和 态 分 成 两 个 不 相交 的 紧 集 A 和 上 :之 并 . 则 工 是 Sn， 
的 循环 扩张， 

证 明 取 芭 的 不 相交 的 开 子 集 ViVa 使 ACTVi7 一 1,2. 令 
S 一 站 7CS1US,). 则 如 命题 7. 2. 9 证 明 中 那样 ,可 得 到 多 (3) 的 被 
轮换 的 连通 分 支 Co,…,C,_1; 它 们 覆 羔 A; 使 2 一 … 二 二 ,二 
入 , 且 本 为 态 的 循环 扩张 . 命 Bj 一 六 站 Cj， 则 A 是 人 绥 辣 中 若干 元 之 
并 . 仍 如 上 命题 证 明 中 那样 ,有 Ta 一 … 一 Ts 一 Ts。 二 1, 进而 可 
知 T 是 S4, 的 循环 扩张 ， 0 

命题 7. 2.11 可 用 于 判断 一 些 吸 引子 的 分 支 的 对 称 性 . 

例 7, 2. 12 设 工 =D。 作用 在 了 :上 ,关注 3. 对 于 Ds 等 变 上 映射 
了 的 吸引 子 A, 设 A 为 D, 对 称 , 且 可 分 成 两 个 不 相交 的 紧 集 A, 和 
As 之 并 , 命题 7. 2. 11 表 明 ,D。 是 Ss 的 循环 扩张 . D。 的 正规 子 群 有 
Zi 整除 m), Doc( 若 可是 偶数 7) 和 D。 我 们 指出 , 当 sm 为 奇数 时 
SA 一 了 D- 或 工 .;: 当 和 为 偶数 时 ,Su 一 DZ 或 Di. 因为 对 于 D。 
的 其 它 正 规 子 群 玉 起 整除 zr) ,由 D,/ 互 宇 Dwn 知 不 是 循环 群 ,应 
予 排除 . 特别 是 ,D. 标准 作用 在 了 及 :时 ,可 以 证 明 ( 见 定理 7. 3. 14)， 
SA 一 D-. 


8$ 7.3 有 限 群 作用 下 吸引 子 的 对 称 性 


在 有 限 群 作用 下 吸引 子 的 对 称 结构 可 通过 容许 和 强 容许 子 群 
来 描述 . 本 节 我 们 先 介绍 这 类 子 群 的 概念 ， 建立 一 些 基本 性质， 
然后 通过 引进 基本 分 解 来 讨论 平面 上 二 面体 群 作 用 下 吸引 子 的 对 
称 性 结构 ,最 后 给 出 关于 容许 和 强 容许 子 群 的 基本 定理 ,并 对 一 些 
基本 的 容许 和 强 容许 子 群 作出 分 类 . 下 一 节 再 对 该 基本 定理 作出 
证 明 ， 


7.3.1 容许 子 群 和 强 容许 子 群 
容许 和 强 容许 子 群 在 描述 吸引 子 的 对 称 性 中 起 到 迷 向 子 群 的 
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作用 . 设 紧 Lie 群 TCO(n) 标 准 作 用 在 空间 X= 民 * 上 . 

定义 7. 3.1 称 子 群 3CT 是 容许 的 , 指 

0) 存在 下 等 变 连续 且 射 了,X->X， 使 上 有 具有 三 对 称 吸 引子 
ACX, 

(i) 存在 xzEA, 使 .二 1. 
称 ZCT 是 强 容许 的 , 指 马 是 容许 的 ,并 且 相 应 的 吸引 子 A 可 取 为 


例 7.3.1 若 TCO()==Zs, 则 工 的 所 有 子 群 都 是 强 容 许 的 ， 
事实 上 ,对 于 fT 二 1 种 Zz 情形 , 子 群 1 总 是 强 容许 的 ;这 只 要 取 映 射 
fz) 二 3(zx 一 223)/2, 它 在 VY1/3 处 有 不 动 点 吸引 子 . 对 于 T= Z;: 的 
子 群 一 Z,; 可 取 ZZ 等 变 上 映射 (xz) = 二 4z: 一 3rt 和 Zs 对 称 的 不 变 集 
A 二 [一 1,11CRR. 可 以 验证 ,f1A 拓扑 共 颖 于 S* 上 的 秽 射 g 一 36 
《参见 [Dej 书 中 1. 8 的 练习 ), 由 此 可 得 A 所 要 的 性 质 ， 

本 节 均 设 TCOCn) 为 有 限 群 ， 为 研究 容许 和 强 容许 子 群 的 性 
质 , 我 们 引进 反射 超 平 面 的 概念 , 它 描述 了 群 所 作用 的 空间 结构 . 

定 巡 7.3.2 称 zE 是 反射 (或 反射 元 )，, 指 dim Fix {rt) =n— 
1, 这 里 Fix(r) 称 为 R" 中 的 反射 超 平面 . 

注 7. 3. 2 吻 验 证 ， 反射 > 的 道 元 仍 为 = 对 于 YET, 回 忆 
§ 3, 4 中 (4.2) 式 

YFix(r) = Fix (Yry™'), C3.1) 
可 见 , 反 射 的 共 斩 元 仍 为 反射 , 

对 子 群 ZCT, 设 Ks 为 T\Z 中 的 反射 集 , 并 记 Lz 为 Ks 对 应 
的 反射 超 平 面 集 ， 

Ls 一 Fix tr), (3, 2) 


对 gE 及 rEKz; 由 (3 1) 知 cro- IEKsx, 故 Li 是 了 不 变 集 . 又 记 
zz 为 荆 中 由 反 船 元 生成 的 于 群 . 

引 1 理 7- 3.3 设 TCOCn) 是 有 限 群 ,CT 是 子 群 ,县 了 上: 取 一 
及" 是 工 等 变 和 连续 映射 车 王 是 了 的 一 个 吸引 子 入 的 对 称 子 群 , 则 
三 是 菜 个 正规 子 群 和 A 的 种 环 扩张 ,使 RR"^Ls。 有 一 个 入 不 变 的 连通 


和 


分 支 . 特别 车 入 连通 , 则 4 一 工 
证 明 令 工 一 已 Fix(z) ,这 里 
B 一 {rzEplr 是 反射 , 旦 Fixkey 站 A= 名}. 
由 入 的 习 不 变性 及 (32. 3) 式 知 芋 是 芋 不 变 集 . 由 引 理 7.1. 12， 
7. 2. 3 及 推论 7.2. 6 知 , 存 在 夕 ;{ 民 "\L) 的 有 限 个 连通 分 支 Ce,… 
C1 及 三 的 正 提 子 群 ,使 得 ACCo UC,.， "20 0 0 jr 
ZA 是 循环 群 . 若 A 连通 , 则 r=1,2=A. 
看 Fix(r) 站 入 关 娩 :, 则 zz 站 A 天 好 ,由 命题 7.2. 7 知 r 拭 三 另 
外 存在 上 使 Fix(o 门 Ci 天 帮 , 从 而 rEzi 一 A 可 见 LeCL, 故 了 怨 / 
(RN) 二 有 RNPjy(L)GR"LCR"\Las 而 多 :RL) 有 入 不 变 的 连 
通 分 支 ， 天 民 "\Ls。 有 A 不 变 的 连通 分 支 ， . 口 
”由 引 理 7. 3. 3 自然 得 出 子 群 为 容许 和 强 容许 的 必要 条 件 . 
定理 7. 3.4 设 CTI 是 子 群 . 若 呈 是 容许 子 群 , 则 三 是 某 个 
正规 子 群 A 的 循环 扩张 ,使 民 "\La 有 一 个 入 不 变 的 连通 分 支 ; 特 别 
若 瑟 是 强 容许 子 群 ; 则 A 十 D 
定理 7. 3.4 给 出 了 容许 和 强 容 群 子 群 存在 的 必要 条 件 , 它 是 
说 , 群 T 的 子 群 王 若是 容许 的 , 则 存在 子 群 A 使 三 是 A 的 循环 扩 
张 , 且 A 保持 TANA 中 反射 的 反射 超 平面 集 之 补 集 下 \L。 中 的 一 个 
连通 分 支 不 变 , 车 于 是 强 容许 的 , 则 这 里 的 和 =E. 本 节 后 面 将 指 
出 , 当 n 之 3 时 ,上 述 条 件 还 是 充分 的 . 这 里 我 们 对 定理 7. 3. 4 中 的 
这 个 条 件 给 出 一 个 等 价 的 提 法 ， 
定理 7. 3.5 设 PFCO(a) 是 有 限 群 ,ZCT 为 子 群 则 与 保 持 
苔 “ALs 的 一 个 连通 分 支 不 变 当 上 且 仅 当 存 在 送 向 子 群生 CT 使 
Ag CC A. 
证 明 设 和 ,xE€RR", 满 足 ArCECA. 则 由 CZ, 知 zE 
型 \Lz 记 C 为 R"\Lz 中 含 工 的 连通 分 支 . 由 于 到 NE 是 不 变 
的 , 故 忆 是 三 不 变 的 . 
反之 , 设 下 \Ls 有 一 个 了 不 变 的 连通 分 支 C. 取 meC:, 并 令 忆 
一 ZEoezomo- 则 vwE Fix(Z). 且 由 于 C 是 个 锥 , 故 vEC, 藻 Lz 一 必 ， 
抽取 A 一 荆 . 于 是 ZCA. 者 vEFix(lr),T 是 反射 , 则 由 wvw 态 Ls 知 
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EZ, 从 和 而 ArCZ. 口 
7. 3.2 基本 分 解 


基本 分 解 的 概念 对 于 研究 吸引 子 的 对 称 结构 是 很 有 用 的 . 

定义 7. 3.3 设 群 了 工 是 作用 于 有 限 维 向 量 空间 和 上 ,多 基 由 
X 的 有 限 个 闭 子 集 了 组 成 的 集合 族 . 称 纪 是 义 关 于 作用 的 一 
个 基本 分 解 , 指 

i) X= ULB. 

fiiy int B=B,Y BEG. 

fiii) int B 彼此 不 相交 . 

(tiv) 群 荆 作 用 于 全 上 ,; 即 对 BE 儿 及 YET,YBE 坟 . 

(v) 对 每 个 BE 久 , 若 YEIN{e}) 使 得 YB 一 B, 则 存在 soET， 
使 YoB=aB. | 

注 7.3.6 上 述 条 件 人 ?说 明了 对 多 的 作用 是 不 动 点 自由 的 ， 
并 且 还 说 明 若 存在 Cv} 中 那样 的 B, 出 了 不 是 交换 群 . 

例 7.3.7 (a) 设 工 是 作用 于 R 上 的 有 限 群 , 取 R" 中 过 原点 
的 一 个 超 平面 ,并 设 $, 是 它 的 一 个 半 平 面 . 命 S 一 日 7$。, 且 设 多 
为 由 民 ™S 的 连通 分 支 的 闭 包 组 成 的 集 族 . 则 多 满足 定义 7. 3. 3 中 
的 CD 一 Civ)， 

Cb) 特别 ,对 于 作用 于 及 :二 2 的 Du。,m 六 3, 可 以 验证 (习题 
7. 3),(a) 中 相应 的 多 还 注 足 (v) ,因而 是 基本 分 解 . 

关于 基本 分 解 , 我 们 有 有 

定理 7. 3.8 设 卫 是 作用 于 空间 民 上 的 有 限 群 , 鹏 是 其 关于 
该 作用 的 一 个 基本 分 解 , 且 S 一 J 3B. 设 人 是 工 等 变 映射 太 X 
XX 的 极限 集 ,使 S。 一 PP. 则 

(ACTSY. 

(b》 阁 态 是 吸引 子 , 则 太 门 S 隆 局， 
{ce) 阁 右 是 吸引 和 子 , 且 基本 分 解 辐 由 例 7. 3.7(a) 给 定 , 则 入 门 
YS ,YY YET. 

* 285* 


证 明 ka) 着 太 EFAS), 则 由 (1. 2 起 知 息 门 it 字 2j (NS) 天 
他 . 由 推论 7?. 2. 6, 存 在 多/(X\S) 的 有 限 个 连通 分 支 Co,…,C,-1 及 
的 正规 子 群 A, 使 得 : 

和 站 SpAS) CCoU UC = a, 0EI<r, 
且 了 /A 是 循环 群 . 不 妨 设 BE 多 满足 CCB,,0<&j<<r. 车 A=1， 
则 对 yeE ANl,7Ci=C 从 而 ?Bi 一 蕊 于 是 工 为 非 交 换 群 ( 见 注 7. 
3.6), 且 大 在 coED 使 yoB 关 caB、 但 oj 一 GG, 故 oBj=B,YBj=BB， 
这 与 yeB; 一 cbB; 了 矛盾 ,因此 A= 二 1. 但 已 证 得 T/A 人 TT 是 循环 群 ,这 
与 T 非 交换 性 蔬 盾 , 胡 ACBj(S)， 

Cb 由 ta) 及 引 理 7. 1. 11 得 证 . 

Cc) 由 kb) 舌 存在 mcEFR 使 太 门 7S 天 安 , 从 而 对 任意 yE 工 ,各 
M7S,=ANTT YS = CANYS)AG. 0 


7.3. 3 二 面体 群 及 其 等 变 映射 


二 面体 群 D。 是 一 类 最 重要 的 有 限 群 ， 其 吸引 子 有 一 些 特殊 
的 对 称 性 质 . 通过 对 这 些 性 质 的 研究 ,我 们 可 以 得 到 二 面体 群 的 
容许 和 强 容许 子 群 的 结构 , 回忆 D, 作用 于 C 兰 了 :上 通常 为 

Fz = emy, Ks 
其 中 im 互 素 , 但 在 下 面 的 讨论 中 我 们 总 取 标 准 作 用 , 即 /=1. D。 
中 的 反射 元 为 如 x 一 0,1,-…,m 一 1, 其 中 每 个 都 生成 D。 的 子 群 
Za) Oo {xl}D, 0 所 :是 和 天- 
它们 的 不 动 点 子 空间 组 成 DB。 的 对 称 轴 ， 
展 幸 心 上 的 PD, 等 变 映 射 的 一 般 形式 为 

f(x) = plasy)e 十 GCT)2m 1， 
其 中 x 一 zzso= (r 十 mo)72 且 户 和 3 为 wx 和 的 实 函 数 ， 

引 理 7. 3.9 设 子 群 ACD。 使 得 民 :\L.。 有 A 不 变 的 连通 分 
支 . 则 4A 一 D.。,D; 或 1， 

证 明 设 A 关 D;,; 则 DA 中 含 反 射 元 ,因而 Le 非 空 . 但 取悦 
Ls 没有 关于 旋转 不 变 的 连通 分 支 , 而 尺 :\La 及 不 变 的 连通 分 
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支 ;因此 A 中 无 旋转 元 , 可 见 A 一 访 或 1， 品 
推论 7. 3.10 者 外 是 DD 等 变 映 射 广 的 连通 的 吸引 子 , 则 了 A 


一 D-,D, 或 1， 
证 明 ”由 引 理 7. 3. 2 和 7. 3. 9 得 证 . 口 
定理 7. 3. 11 设 和 322,A 是 DB。 等 变 映射 了 : 展 '-> 恨 ?的 吸引 
子 , 了 一 De 则 


(a) 当 卫 是 奇数 于 :天 一 1 或 加 

Cb) 当 m 是 惕 数 时 ,=1,2 或 jm 

证 明 注意 到 mm<6 时 Ds 型 的 子 群 只 能 是 上 二 1,2 或 m 情形 ， 
我 们 设 3 志 <<m, 米 推出 六 盾 ， 由 定理 7, 3. 3 知 存 在 二 D, 的 正规 
子 群 A, 使 24/A 是 循环 群 , 民 "\Ls。 有 A 不 变 的 连通 分 支 . 由 引 理 7. 
3.9 可 知 友 二 1, 但 这 时 Dy/A 守 Dy 不 是 循环 群 ,了 矛盾. 因此 大 一 1;2 
或 澡 ， 口 

引 理 7. 3, 12 设 A 是 D, 等 变 映 射 了 的 吸引 子 ,Z= 二 DD 车 
m3, 则 A 与 始 干 原点 的 每 条 射线 相交 ; 若 m 二 2 上 是 A 有 有 有限 个 
连通 分 支 , 则 态 至 少 与 一 条 对 称 轴 相交 . 

证 明 %r 闫 3 时 .了 到 S56 为 任 一 条 始 于 原点 的 射线 , 令 S$ 一 


,内 75. 则 ReAS 的 连通 分 支 的 闭 包 组 成 一 个 基本 分 解 名 (参见 例 


7.3.7(b)), 由 定理 7. 3. 8 ,入门 So 和 关 弛 ， 

8 一 2 时 , 取 S 为 两 条 D: 对 称 轴 之 并 ， 若 A 门 S= 负 , 则 和 的 每 
个 连通 分 支 A; 含 于 一 个 象限 中 . 因而 作为 了 :的 子 群 必 有 立 A， 
二 1, 但 由 命题 7. 2. 9,Z/Z4 是 循环 群 ,这 与 3。/Z。 僚 D: 矛 盾 . 故 
ANMS= 全 口 

定理 7. 3,13 设 和 是 D。 等 变 映 射 了 的 吸引 子 ,m 交 3. 

(a) 车 一 D。, 则 AC 多 1(S), 这 里 S 是 过 原点 的 任意 两 条 
直线 之 并 . 车 入 还 具有 正 测度 , 则 A 是 敏感 从 赖 的 . 

Cb》 车 sm 为 偶数 ,ZZ 一 了 DD, 上 且 AA 有 有 限 个 连通 分 支 , 则 A 恰 与 
一 条 对 称 轴 工 相交 . . 

证 明 (a) 若 ACE 人 B453); 则 ACCU-…UGC CC (RN\ 
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S) 是 被 了 轮换 的 连通 分 支 . 设 M 是 对 称 轴 晶 MCS, 由 引 理 7. 3. 
12,A 门 M 天 好 ,而 M 蚌 了 正 不 变 集 ， 故 M 站 CC 关 必 ,0sJ<r 因 
而 A 只 与 有 tsS 中 与 M 相交 的 两 个 连通 分 支 相 阎 , 但 一 Dn (m 
六 3 说明 A 与 芭 sNS 的 四 个 连通 分 支 相交 ,矛盾 .因此 AC 必 jCS). 

若 态 具有 正 测度 , 取 S 为 两 条 了 D, 对 称 轴 之 并 , 则 SS 是 了 正 不 
变 闭 集 ,和 且 ACP/(S),AQS, 由 命题 7. 1, 16,A 是 敏感 依 束 的 . 

(hb) 设 L.M 是 D, 对 称 轴 , 由 引 理 7. 3.11, 不 妨 设 太 门 L 关 说 . 
设 S 为 毗邻 世 的 两 条 D。 对 称 负 之 并 ,由 命题 7.2.7, 和 站 SS 一 弛 ,天 
而 工 含 于 妨 \S 的 两 个 连通 分 支 中 ,这 样 的 连通 分 支 与 A 相交 但 
不 与 M 相交 ,而 M 是 了 上 正 不 变 集 , 故 A 门 M== 分 . 品 

定理 7.3.14 设 和 A 是 DD 等 变 身 射 的 级 引子 ,24 二 Dm 字 3 
若 和 三 AUA 这 里 态 / 和 ;是 不 相交 的 紧 集 , 则 A 和 A, 是 D。 不 

证 明 取 不 相交 的 开 集 Vi,Vs; 使 A;CY,,j 二 112. 令 5, 一 
UV:,S=, 750; 则 S 是 含 的 A 的 Du。 不 变 开 集 , 因 而 存在 多 /CS) 
的 有 限 个 连通 分 支 Cu，…C--: 使 

ACC NU ---. UC. 
设 oED。 是 任 一 反射 ,LL 是 a 的 对 称 轴 . 由 引 理 7. 3.11,A 门 L 


，” 关 包 .不 妨 设 Cof1L 关 多 ， 由 连通 性 局 oCo 一 Co, 再 由 


Zc, 一 一 Ze， 
知 ef 一 Ci0 和 Jr, 因 D。 可 由 其 中 的 反射 集 生 成 , 履 2 二 Da，,0 
jr 对 YED,,Y(ANMNC) 一 ANMmCj, 而 每 个 C 与 有 c 只 与 Aj,As 


之 一 相 欧 ， 因而 Za, 一 之 A， 一 有 . 门 
7,3. 4 ”容许 和 强 容许 子 群 的 基本 性 质 


定理 7. 3. 4 给 出 了 容许 和 强 容许 子 群 存在 的 必要 条 件 . 下 面 
的 定理 表明 ,对 于 标准 作用 于 了 及" 上 的 有 限 群 CO) ,当空 3 时 ， 
这 个 条 件 还 是 充分 的 ， 
定理 7. 3.15 设 有 限 群 TCOtn) 作 用 在 展 " 上 ,n 汪 3,ZCT 是 
" PBB" 


1 


. 则 

出 三 是 强 容许 的 当 且 仅 当 三 保持 La 的 一 个 连 讯 分 误 不 变 . 

(b) 纪 是 容许 的 当 且 仅 当 宇 是 茶 个 强 容 许 子 群 A 的 循环 扩 
张 , 印 妈 是 王 的 正规 子 群 , 且 商 群 人 /A 是 循环 群 . 

本 定理 的 证 明 要 用 到 图 上 的 动力 系统 理论 ,我 们 将 在 下 一 节 

给 出 . 这 里 指出 ,由 定理 7. 3. 15, 并 结合 定理 7. 3. 5, 可 得 到 下 面 关 

于 强 容 许 子 群 的 一 个 重要 的 判 斯 准则 . 

定理 7.3.16 设 TCO(Cn) 是 有 限 群 ,CT 是 子 群 n 这 3. 则 
是 强 容许 的 当 且 仅 当 存在 述 向 子 群 ICT 使 


到 和 亿 三 于 1 《3, 3) 
这 里 I 为 工 中 反射 元 生成 的 群 . 
证 甸 ”由 定理 了. 3. 15 和 7. 3. 5 得 . 口 


推论 7. 3. 17 设 有 限 群 TCOCn) 作 用 在 RR" 上 ,3. 

(a) 车工 不 会 反 射 元 , 则 荆 的 任何 子 群 都 是 强 容 许 的 . 

(b》 车 子 群 CI 含 工 中 所 有 的 反射 元 , 则 王 是 强 寥 许 的 . 
tc) 若 了 CT 是 迷 调子 群 , 则 三 是 强 容许 的 ， 

《d) 着 CD 是 循环 子 群 , 风 三 是 容许 的 . 


7.3,5 容许 子 群 和 强 容许 子 群 的 分 类 


设 有 限 群 TCOGn}) 作 用 在 RR* 上 ,ECT 是 子 群 . 例 7. 3. 1 已 给 
出 了 7 二 1 时 强 容许 子 群 的 分 类 ， 对 于 2 之 3 情形 (实际 * 一 1 也 属 这 
类 情形 》, 其 分 类 可 由 定理 7. 3. 15 和 7, 3， 16 求 得 . nx 二 2 时 Q(2} 的 有 


限 群 类 纪 于 


Zo,Doom 1 
下 面 的 定理 给 出 n 二 2 时 的 分 类 . 

定理 7. 3.18 (a) 对 于 ZC 二 OQ(2),m 庄 1]1, 其 强 容许 子 群 为 ZZ 
和 1, 剩 下 的 子 群 政 侣 二 < 位 ,天 整除 加) 是 容 让 的 ， 

(tb) 对 于 DOD(2) ,2 六] :其 强 容许 子 付 为 Do,D 和 1 子 群 
Zi 整除 si 及 了 于 侦 数 时 的 子 群 了 PD: 是 容许 的 . 剩 下 的 子 群 D; 
(2 上 ms 下 整除 zm) 是 不 容许 的 . 


本 定理 (pb) 中 的 主要 部 分 实际 上 已 在 本 节 关 于 二 面体 群 对 称 
吸引 子 的 讨论 中 给 出 . 在 下 一 节 我 们 将 利用 图 论 工 具 对 定理 
7. 3. 18 给 出 最 后 和 的 证 明 . 

下 面 ,我 们 来 讨论 n= 二 3 时 ( 强 ) 容 许 子 群 的 分 类 问题 . 

前 先 ,从 前 题 6.1.12, 我 们 可 内 把 QC3) 中 有 限 子 群 的 共 罗 类 
分 成 以 下 二 组 (xw 守 1). 

I DT,D,,Z,. 

E :| 由 BD BET DE DD TD Bi. 

I :加 .Di ,D: ,Zs,. 

其 次 ,可 以 计算 上 述 子 群 的 不 动 点 子 空间 的 维 数 , 并 找 出 由 反 
射 生成 的 子 群 . 这 里 ,在 的 子 群 中 有 两 个 是 不 共 轰 的 ,它们 是 会 
三 个 面 旋转 D:( 方 和 含 一 个 面 旋转 与 两 个 边 旋 转 Dee)，. 

最 后 ,利用 定理 7. 3. 16 并 分 析 上 述 子 群 间 的 包 会 关系 ,时 可 得 
到 O03) 中 强 容许 , 非 强 容许 ( 即 容许 但 不 是 强 容许 ) 和 非 容许 子 群 
的 分 类 ， 

定理 7. 3. 19 QC3) 中 重 外 群 了 的 容许 和 强 容许 有 限 子 群 三 
由 表 7. 3. 1 给 出 ;0(3) 中 平面 群 工 的 容许 和 强 容许 有 限 子 群 三 由 
表 7. 3. 2 给 出 ， 

证 明 参见 LAM 1. 


+ 同属 


1 


站 


TH 


甫 7. 3.1 OrC3) 中 例外 辟 的 容许 子 冉 . 


名 称 

强 容许 
非 强 容 许 
非 容 许 
强 容许 
非 强 容许 


非 容许 


强 容许 


非 强 和 容许 


非 容许 


强 和 容许 
非 强 容许 
非 容许 
强 容 许 
强 容许 


强 容许 


三 
下 ,D4 .Di,Di,1 
Di ,Za ,La, Ta 
T,D; 


1 PED DI, Di,Z ,1 
DPR DDD, DDL, 

Zs DES THD TE TDD Ts, 
Zs; Ls: Tz 

TH FET, Ds: D:D; 

BG DTS .DD Dae), Hi Ce), 
Zs (Ff):1 
MDICA ZT ,BBE 
Bd DD DD i, 
LD Bi THDRE ,Zote) D Ts 
3 Ta Ba Late) ,Za 三 
-TOOTD, Dt), 


Dt 出 了 时 Dh :Dy :Lh Ley 


让 直下 ,天 ,Da 人 ZE 
Zs Zi ToD , 24, Fa 

T ,LD; 

1,T ,Ds :Ds ,Ds ,Fs ,3: Pi:1 
GT DBDarDte}, Dt ff} 
Ea Das Zale), Zatf) ,1 

本 + 了 ps Za ,1 
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Ds :23 +1 


T 名 称 
D4 强 容许 
站 有 是 奇数 非 坚 容许 
非 容许 
DI 强 容许 
四 是 偶数 非 强 容许 
非 容 许 
Ds 强 容 许 
非 强 容 许 
非 容 许 
Za 强 容 许 
Du 形 强 容许 
xm 是 奇 束 ” 非 强 容许 
非 容 许 
DnD Bs 强 容许 
天 是 偶数 非 强 容许 
非 容 许 
Ln Zs 强 容许 
屿 是 奇数 
ED Zs 强 容许 
夫 是 偶数 
非 强 容许 
Du 强 容许 
Z. 强 容许 
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表 7.3.2 O03) 中 平面 峡 的 容许 子 群 (下 汪 1 除 尽 mm) 


宇 

DE ,Ds,, DY ,D, :DH ,ZF ,1 
PT 

DE Di kD 

Di :DD ,Di ,1 

D3 Ds Ta Fx 

De km DE 2 km, 
Disk>2 


DI, . 

DE, Rm 

FAT 

Di BD DI D1 

DB BDD B,D,D, 
TD Fs, 

DAD We ,DE £m Ds 

Dn Ds ,De DT, DY , 27 ,1 
DD ,hh DID ,25, 


DD 


DD D2 BD, Dx 
BD ,五 


ZR 是 再 堵 ， 
四 到 ,是 侦 数 ,ZZ 


Za : 示 是 偶数 +» 


ZADh, 必 是 奇数 
Dr. "2 
Fs 


$ 7.4 关于 容许 子 群 基 本 定理 的 证 明 


本 节 我 们 将 对 上 一 节 关 于 有 限 群 TCD 的 容许 和 强 容 许 子 
群 的 基本 定理 , 即 定理 7. 3. 15 和 和 7. 3. 18 给 出 证 明 ,其 中 大 量 篇 幅 是 
对 前 一 个 定理 的 证 明 . 我 们 证 明 的 基本 工具 是 图 论 . 本 节 先 介绍 
图 上 的 动力 系统 和 等 变 系统 ,再 利用 图 的 嵌 人 和 扩张 性 质 对 上 述 
定理 给 出 证 明 . 


7.4.1 图 上 的 动力 系统 


首先 ,我 们 介绍 图 论 方面 的 ~- 些 基本 知识 . 

定义 7. 4.1 一 个 有 限 图 GG 是 由 有 限 项 点 集 和 有 限 条 连结 顶 
点 对 的 边 构成 的 图 形 ， 称 图 G 的 子 集 ] 是 避 的 一 个 子 图 , 指 ] 自 
身 是 一 个 图 , G 中 两 顶点 间 的 路 径 是 一 个 有 向 边 序列 ,前 一 个 边 
的 终点 是 后 一 个 边 的 起 点 . 称 一 个 图 是 连通 的 ， 指 其 任意 两 顶点 
间 存 在 路 径 ， 称 一 个 图 是 完全 连通 的 ， 指 其 任意 两 顶点 间 有 一 条 
边 ， 完全 连通 有 向 图 的 每 对 项 点 间 由 定向 相反 的 商 条 边 连 结 ， 图 
中 一 个 顶点 的 次 数 是 指 连结 该 顶点 的 边 的 个 数 . 

为 简单 起 见 ,我 们 这 里 的 图 都 是 指 有 限 图 , 同时 不 存在 具有 相 
间 端 点 的 边 . 

定义 7. 4.2 Euler 图 是 每 个 顶点 次 数 为 偶数 的 连通 图 . 

命题 7. 4.1 图 G 是 Euler 图 当 且 权 当 台 存 在 一 条 经 每 条 边 
悦 好 一 次 的 闭路 径 . 

证 明 ”见习 题 7. 5， 品 

图 G 的 每 条 边 等 虑 司 胚 于 单位 区 间 ,因而 可 定义 G 中 每 条 边 
上 的 线段 的 长 度 及 G 中 每 条 路 经 的 长 度 ， 定义 G 中 在 同一 连通 
分 支 中 两 点 的 距离 为 两 点 间 最 短路 径 长 度 ;定义 G 中 分 属于 两 个 
木 同 连通 分 支 中 两 点 的 距离 为 1 ,这 样 ,G 成 为 一 个 紧 致 度量 空间 . 

下 面 关 于 图 上 动力 系统 的 基本 结论 可 参看 ,此 如 LAFJ. 

命题 7. 4.2 设 图 G 的 这 集 为 {I,…,J.}. 设 连 续 映 射 了 :G-> 


* 二 向 呈 


G 江 后 
G》 对 每 个 7 FL 是 一 些 边 的 并 ， 
(ii fly 是 CC 可 微 的 ,而 县 可 诸 , 这 里 二 二 EL 门店 0), 对 Y 训 
js 
Kiiiy 存在 一 个 寺 伐 户 使 得 在 有 定义 处 ("| 守信 >1， 
(ivy UF)=G6, ¥ ji. 
则 (a) G 是 拓扑 传递 的 
(b) 半 期 点 在 G 中 移 , 且 后 敏感 依赖 于 初 值 ， 
若 了 还 满足 
liv ) 存在 使 产 (D) 一 G， Yj | 
则 G 是 拓 盾 混合 的 0 


7. 4:2 图 上 的 等 变 系 统 


定义 7. 4.3 设 三 是 一 个 有 限 群 . 称 图 G 是 一 个 二 图 , 奉 

《1 5 等 距 作 用 于 G 上 圭 . 

《iD G 的 边 集 (或 等 价 地 ,顶点 集 ) 在 三 作用 下 不 变 . 

(过 ) 若 卫 是 G 的 边 , 且 of=E,o€3, 则 o=e 

定义 7. 4.4 对 于 马 图 G, 称 子 图 JCG 是 G 的 一 个 基本 子 
图 , 指 

【iD G= Wl 

(i 工 对 边 集 的 作用 是 不 动 点 自由 的 ; 即 若 对 于 边 玉 种 某 个 
5Ez, oF 是 的 这 , 则 so=e. 

注 7. 4.3 三 图 的 定 交 7.4.3 中 说 ) 可 用 存在 基本 子 图 来 代 
替 - 事实 上 ,从 G 的 边 集 的 每 条 工作 用 孝道 中 取 一 边 生 成 的 子 图 
J 即 为 GG 的 基本 子 图 . 

例 7: 4.4 对 于 有 限 群 马 , 记 G63? 为 以 > 为 顶点 集 的 完全 连 
通 有 向 图 这 显然 是 个 Euler 图 . 定义 三 在 G(Z) 的 顶点 集 上 的 作 
用 为 左 彝 , 则 可 诱导 王 在 G(E) 的 边 集 上 的 作用 : 设 Er 为 连 顶 态 
rt 到 二 的 边 , 则 o€E3 的 作用 为 


* 4 " 


IE = Ew. 《4. 13 
易 验 证 在 此 作用 下 G2) 是 个 三 图 . 称 G(E) 为 完全 了 图 . 记 ]J, 一 
E.,z; 则 
] = Wy 
是 一 个 基本 子 图 . 事实 上 ,对 于 边 FEi ,由 r--: = 二 E,: 知 ] 满 足 定 
义 7, 4.4(a), 而 Cb) 成 立 是 因 阁 叮 .= 于 , 刚 由 下 .一 Eee 知 go==€ 
例 7. 4.5 对 于 芋 的 正规 化 于 Nr(2), 设 pE Nrt2)\Z, 并 记 

dp op, YoEE. (4. 2) 
着 G 是 一 个 图 ; 则 pG 可 按 下 述 方式 成 为 一 个 三 图 ， 

(a) pG 的 边 形 如 pE, 其 中 玉 是 6G 的 边 ， 

Cb) o 作用 在 pG 上 为 oCpE) = pFE. 

下 面 的 引 理 可 用 于 构造 适当 的 等 变 映 射 ， 

引 理 7.4.6 设 有 限 群 卫 作用 于 拓扑 空间 工 和 之 上 , 设 闭 集 
CY 满足 站 一 UyerYX., 设 FX 一 了 是 连续 映射 ,满足 当 症 YE 
其 ,YE 工 , 时 /zz 一 yz 则 邱 可 只 一 延 拓 为 了 等 变 连 续 映 射 
g;Y 一 Z. 

证 明 设 yEY. 记 yy 二 7x,YET,XEX, 及 gy) 二 YA(x). 则 
gy) 由 yy 唯一 确定 , 因 若 及 有 y 一 xs ET,x EX, 则 
二 六 全 区 .于 是 

FOR = YY FN) = YF rn) = Yi). 
这 也 证 明了 g 的 唯一 性 . 

g 是 等 变 的 可 直接 验证 . 最 后 ,由 于 对 每 个 YET,g|7YX= 

YfY 11YX 是 连续 的 , 且 T 有限, 可 见 &g 在 Y= 一 UYX 上 是 连续 的 . 
图 

对 于 三 图 GG, 我 们 可 以 自然 定义 G 到 自身 的 等 变 上 映射. 

定理 7. 4.7 设 三 是 有 限 群 ,G 是 一 个 Euler 图， 则 存在 三 
等 变 连续 映射 站:G 一 G 使 

(a) G 是 拓扑 混合 的 ， 

(b) 周期 点 在 G 中 稠密 ,日 G 具有 敏感 依赖 性 ， 


=" On 


证 明 记 闫 为 的 边 数 . 不 向 设 说 芝 3， 否则 可 添加 各 边 中 
氮 得 到 图 G. 设 了 是 G 的 一 个 基本 子 图 ,下 是 的 一 条 边 ,端点 为 
和 由 命题 7. 4 1 知 ,存在 连续 映射 让 :EE 一 GG, 使 在 (v) 二 v， fr 
(zw) 二 w，, 且 产 经 过 GE 的 每 条 边 答 好 一 次 . 定义 

fiiJ>G, A = feltr), rEE. 
容易 验证 方 有 意义 且 连 续 . 

设 z,ozEJ,aEzZ. 车 不 是 顶 圳 , 则 存在 J 的 边 EE 使 xEE 
且 oF 为 J 的 边 ， 由 基本 图 定 兴 xz=e, 即 有 zc 方 (z) 一 万 (z) 一 
cz) 若是 顶点 , 则 ax 也 是 顶点 ,而 方 (azr) 一 az 一 ac 广 (rz). 因 
此 由 引 理 7.4.6, 九 可 唯一 扩张 为 G 上 的 2 等 变 连 续 映 射 /:G 一 
,使 得 

fy = of(r), 对 y= oar,rTE To EE 

将 路 径 让 取 为 适当 的 逐 段 线性 函数 可 使 了 满足 命题 7. 4. 2 中 

的 划一 首 ) 《例如 ,可 取 gq 二 1; 6 二 9 一 1]>1)， 由 f(1) = 二 GL 知 
f(G\) = (UD) =Uf WW 一 UCGND = G， 
故 产 (1 一 G, Y j, 从 而 条 件 (iv') 成 立 .于 是 由 命题 7. 4.2, 本 定理 
得 证 . - 0 


7.4.3 图 的 局 人 和 扩张 


本 小 节 我 们 定义 图 的 幅 入 和 扩张 概念 ,并 证 明 存 在 着 到 空间 
及 " 中 可 搓 入 和 和 可 扩张 的 Euler 图 ,从 而 可 得 到 定理 7, 3. 15 的 证 明 . 

定义 7.4.5 设 3CTr 是 子 群 .了 图 G 到 空间 R* 中 的 颈 入 是 一 
个 连续 单 射 ::G 一 了 区", 满足 

(a) tc 是 三 等 右 的 ， 

《by IAINMNAG)= CY 7ETNZ. 

因 G 紧 , 故 ::G-~xG) 是 同 胚 , 称 一 个 三 图 G 是 可 嵌入 的 , 指 
存在 能 入 55G 一 取 "， 

易 见 , 若 ::G 一 区" 是 修 入 , 则 AG) 是 三 对 称 的 . 

定义 7.4.6 对 pEN(C2)\Z,5 图 G 称 为 p 可 扩张 的 , 指 存 在 


和 六 


> 等 变 的 等 上 距 同 胚 A:G~pG- 这 里 的 同 是 A 称 为 扩张 ,而 互 轿 
G 的 定义 如 例 7.4. 5. 三 图 G 称 为 可 扩张 的 ,车 对 每 个 PE N(2)\ 
zG 为 2 可 扩张 . 

注 7.4.7 设 训 在 互 的 中 心 化 子 中 , 即 p 与 工 的 所 有 元 交换 . 
则 于 图 G 总 为 可 扩张 的 . 因由 (4 2) 给 出 的 oa 二 =a; 对 Y 9E .这 
表明 由 (zx) 一 pz 给 出 的 h1:G->pG 就 是 三 等 变 的 等 距 同上 且 . 

定理 7.4.8 设 I 是 On) 的 有 限 子 群 ,ECT 是 子 群 . 则 完全 
二 图 G(E)? 是 可 扩张 的 . 

证 明 ”定义 站 :GCCE)- 一 6GfZE) 为 

h(E =- 》 = PE v 
这 里 mm 的 意义 抑 (4, 2) 式 , 产 显然 是 等 距 的 ,只 要 证 产 是 三 等 变 
的 . 事实 上 ， 
页 4GE vv ) 一 P(E } = PE cay ,or), 
= CE。- nn， 一 Poa, 
= alpE, 2) — oh(Er.e). 0 

对 于 作用 于 柜 " 的 子 群 CT, 回 忆 Ls 是 IZ 中 反射 的 反射 超 
平面 集 , 

定理 7. 4.9 设 荆 是 OCtn) 的 有 限 子 群 ,CT 是 子 群 . 设 芋 保 
持 取 "ALz 的 一 个 和 连 通 分 支 不 变 , 且 nn 守 3. 则 G(E) 可 所 入 当 且 仅 当 
王 不 全 反射 元 ， 

证 明 ” 先 证 明 G2) 可 购 入 蕴涵 三 不 合 反 射 ， 设 ::G (2) 一 民 ” 
是 身 入 . 车 有 反射 rE, 则 (EN 人 Fixlr) 关 训 , 这 与 GCE)( 从 而 
GC3) 中 的 点 都 具有 平凡 迷 疝 子 群 了 矛盾 . 

现在 设 王 不 会 反射 元 ,来 证 明 GE) 可 能 人 . 

设 蕊 是 民 "\L: 的 三 不 变 连 通 分 支 , 记 C== 1zEC1Z 一 1). 
因 工 是 有 痕 群 , 故 C' 是 C 中 的 开 秽 集 . 因 习 不合 反射 元 ,C 是 连 
通 的 . 我 们 来 将 GZ 嵌入 到 C 中 ， 

对 于 xzEC' ,有 orEC 对 oE€E3 回忆 例 7. 4.4,] 二 切 J, 是 


GLZ) 的 基本 子 图 , 对 于 zs 关 e, 利 用 了 有 限 及 = 宇 3, 不 难 构造 出 连 


“ 2837， 


续 单 射 :J 一 C' 俩 (a) 一 x ,wlg) 一 oz 进而 让 在 连续 音 射 i; J 
C' 使 |], 二 .于 是, 由 引 理 7. 4.6, 存 在 唯一 的 王 等 变 连 续 映 射 :， 
GE 一 了 "使 :| 一。 

我 们 来 证 明 :就 是 侯 入 . 

先 证 :是 单 射 , 即 对 xz,yeGtZ), 设 xr)=ily), 要 证 x=y. 记 区 
二 x19 一 J2x2， 这 里 EZ TJ j—=1;2, 则 | 


ct) = detf 7 《4. 3) 
命 zx 一 唔 上 m. 则 由 (4. 3) 不 难 验 证 
et[ 工 | ) = x), (4. 4) 


这 说 明 (4 4) 是 边 oetJ,) 和 lJ ) 的 交点 ,因而 必 为 顶点 . lJ) 的 
顶点 为 和 rzx. 着 (4. 4) 式 两 边 为 zs 由 g=eyz 一 x: 由 (4.3) 及 : 
的 唯一 性 知 如 二 02, 因 而 z+ 一 y; 若 (4. 4) 式 为 zx; 即 wzl) 一 zx 一 
et xe}. 刚 
Xl 一 0 T=, 
= 
再 证 :满足 嵌入 定义 7.4. 5 中 的 (b), 即 对 YE TIE, 要 证 

GE 门 式 GZ))》 = (4.5) 
若 不 然 , 必 有 一 顶点 在 (4. 5 的 左边 集中 , 即 有 顶点 zy?EG(Z) 使 
ez 一 二 或 字 r 一 引 由 唯一 往 ,Yxr 一 y. 设 二 yy 二 O62401; 5 万 
了 则 yeiz 一 ys 或 oilyoms 一 zz 可 见 4 1Yo 一 ey 进而 7 一 4201 1 E22， 
政 慎 . 0 


7.4.4 定理 7. 3. 15 的 证 明 


现在 我 们 来 证 明 关于 ( 强 ) 容 许 子 群 的 定理 7, 3.15. 由 定理 
7. 3. 4, 只 村 证 明 其 充分 性 . 下 面 的 定理 把 它 归结 为 图 的 可 租 入 和 
可 扩张 何 题 . 

定理 7. 4. 10 设 G 是 可 仇 入 ,可 扩张 的 Euler Zz 图 ， 则 

(a) 是 强 容许 的 . 

《b) 三 的 性 意 循 环 扩张 是 容许 的 . 

证 明 出 于 G 是 Euler 图 , 按 定理 7.4.7, 存 在 满足 该 定理 


+ 208 +" 


《a) 和 (b) 的 三 等 变 连 续 了 映射 大 G 一 G. 记 :G 一 到 是 典 和 人 ,A 一 
:GD 志良 *. 则 广 = fr!;A 一 A 拓扑 共 辑 于 乒 故 由 定理 7. 1, 14 
Ce) 和 命题 7. 1. 4 知 和 是 万 的 中 极限 集 . 我 们 断言 刻 可 等 变 连续 
地 扩张 到 A 的 一 个 王 不 变 邻 域 U 上 ,得 到 扩张 映射 fi, 使 A 为 放 
的 吸引 子 ， 于 是 将 U 取 为 三 对 称 的 , 记 V= ,UYU. 由 引 理 7. 4.6 
可 将 疡 扩张 为 Y 上 的 工 等 变 连 续 映 射 . 进而 利用 Tietze 扩张 定 
理 ( 和 参见 LKe]) 再 将 户 :V 一 V 扩张 为 方 :机 一 到 "并 取 Haar 积分 


Fx) = | yif.CYx)07 
rE 


(实际 上 蚌 有 限 和 ). 则 易 验 证 子 为 到" 上 的 上 等 变 过 续 瑞 射 ， 
了 [er = tx), YEEL. 

现在 来 证 明 上 述 断 言 , 即 六 :A 一 A 可 扩张 为 的 王 不 变 邻 
域 UU 上 的 等 变 连 续 映 射 及, 使 A 为 其 吸引 子 ， 

首先 ,车 A 同上 且 于 圆周 , 则 A 有 一 个 不 变 的 管状 邻 域 UU, 使 
世间 有 凸 于 AAXD, 其 中 品 是 x 一 1 维 圆 肯 . 于 是 ,将 U 与 各 xD 选 
合 , 并 定义 户 :U 一 U 为 ftws0) 二 (fi(w),0)， 则 f 连 续 ,z 等 变 ， 
且 以 A 六 为 吸引 子 . 

若 和 不同 胚 于 圆周 , 则 在 A 的 顶点 和 集 A* 处 出 现 退 化 . 但 我 们 
仍 可 找到 A 的 王 不 变 邻 域 品 =UDiUU;, 使 U; 一 (A\A')XD,U;= 
UswD., 这 里 了 D, 是 一 族 半 圆 盘 之 并 . 于 是 ,定义 :UU， 

(f(a) ,0), (uv) EU 
Tabusv) 一 人 一 《zy0)， (ww) E Ua. 

上 述 断 言 得 证 . 这 也 证 明了 (a) 

下 设 是 三 的 一 个 循环 扩张 . 到 oE AN\Z, 使 障 集 pE 是 A/Z 
的 生成 元 . 记 £ 一 1|A/3|, 并 定 闵 

G=GUGU Ue!G. 

则 G' 是 一 个 A 图 (一 般 而 诗 ,G" 不 连通 ). 设 h:G~>pG 是 一 个 扩 
张 ， 令 如 一 让。 7:G-G， 则 由 引 理 7. 4. 6,g 可 唯一 扩张 为 和 等 变 
连续 映射 g:G' 一 G'. 下 证 5 一 G 是 拓扑 传递 的 ,而 嵌入 ct 
有 R" 可 扩张 为 嵌入 :;G' 一 开 ", 从 而 类 似 于 上 上 述 关 于 3 的 强 容许 性 的 


“全身 = 


证 明 , 是 容许 的 ， 
为 证 g 的 拓扑 传递 性 ,只 要 验证 它 满足 命题 ?7. 4,2 中 的 条 御 
(i 一 iyv)， 设 工 是 GG' 的 边 , 则 存在 人 G 的 边 1' 及 i 使 1==w1'j;. 于 是 
g{1) = go) = ph(fl',). 
出 是 等 距 知 gg 满足 命题 7, 4. 2 中 (ii 一 让). 就 象 定理 7.4. 7 的 证 明 
中 那样 ,不 妨 设 G 至少 有 三 边 ， 则 
B2(L)》 = ghACFOND) = g (pOD) = RAGN) = 2G， 
对 G 的 所 有 边 1 成立 ,因而 
Ueda = G'， YLCG. 
故 命 题 7. 4. 2 中 (iw) 威 立 . 品 
定理 7. 4. 9 给 出 王 不 含 反 射 元 时 的 可 垦 人 性 结论 . 为 了 考虑 三 
群 含 反射 元 的 情形 ,我 们 引进 基本 区 域 的 概念 (参见 LGB])， 
定 光 ?7.4.7 设 有 限 群 下 作用 在 5 有限 多) 宝 间 和 上 ,VCX 为 
子 集 . DCV 称 为 V 中 的 基本 区 域 , 若 
(a) 卫 为 V 中 的 (相对 ) 开 子 集 ; 
(bp DNID= OY YETNe); 
(el Y= Urer{V NYD)}. 
当 YV= 时 ,X 中 的 基本 区 域 简称 基本 区 域 . 
注 7. 4. 11 (a) 易 见 , 对 于 世 本 区 域 D,{7(D) le 关 YET} 为 义 
的 一 个 基本 分 解 ， 
tb) 设 VCX 为 了 不 变 ,zEV 县 有 平凡 的 这 回 子 群 . 则 可 以 - 
证 明 { 习 题 7. 5), 集 
D= (re Rd ro) dr Nr) erE Ll} 
为 V 中 的 基本 区 域 . 
引 理 7. 4.12 设 豚 "ALz 有 三 不 变 的 这 通 分 克 ,n 汪 3. 着 卫 合 
反射 元 ,; 则 存在 一 可 嵌入 ,可 扩张 的 于 图 G. 
证 明 分 王 由 反射 元 和 不 由 反射 元 生成 的 两 种 情形 来 讨论 . 
先 设 三 由 反射 元 生成 . 
设 避 为 芭 NLs 的 不 变 连 通 分 支 取 C 中 基本 区 域 了 可 使 其 


委 马 心 心 . 电 


边界 入 由 对 中 一 组 反射 A 二 {tc} 的 超 平 面 {Fix(ry)} 转 成 由 于 全 
有 限 ,对 每 个 口 ,可 取 丁 门 Fix r 中 具有 平凡 迷 向 子 群 的 点 xj, 且 
{zj;} 中 没有 两 点 位 于 同一 条 TT 轨道 土 , 误 丁 为 由 顶点 {x;} 张 成 的 
完全 (不 定向 ) 图 ,并 记 避 = Usezsol. 则 易 验 证 G 是 以 J 为 基本 子 图 
的 Euler 图 . 由 于 mn 守 3; 可 和 铬 定理 7. 4.9 证 明 中 那样 证 得 GG 是 可 藤 
和 人 的. 

再 来 证 明 避 是 可 扩张 网 ,由 于 C 为 2 不 变 , 对 每 个 肥 射 rE 
有 Fixt 如 门 C 关 十 , 若 PENr(2NMNZ; 则 pC 为 三 不 变 , 特别 ,所 有 
拼 成 夺 的 反射 超 平 面部 与 5 相交 . 这 表明 存在 基本 区 域 DC 
A ,其 边界 由 构成 DD 边界 相间 的 超 平面 拼 成 . 记 访 二 i{G}) 为 娆 入 
图 ,并 命 yj 一 PAN 门 Fix(z)). 车 巨 为 中 连 xz; 到 x; 的 边 , 则 命 &CE) 
为 pG 的 连 yy 到 yj; 的 边 . 这 样 ,我 们 得 到 满足 引 理 7. 4. 6 条 件 的 等 
距 同 胚 丸 ;J>pG ,进而 得 到 所 要 的 扩张 h :GpG. 

现在 假定 三 不 由 反射 生成 . 记 Z4 为 由 反射 生成 的 王 的 子 群 . 
我 们 可 以 象 上 面 那样 构造 出 一 个 具有 基本 子 图 jr 的 ,可 科 入 ,可 
扩张 的 Euler zx 图 Gx, 三 中 元 置换 Zr 作用 下 的 基本 区 域 ， 令 2 
表示 保持 D 不 变 的 芋 的 子 群 . 设 o€ 台 . 则 J 和 和 gJr 为 DD 中 不 相 
交 的 图 . 因 高 中 元 置换 子 空间 Fixtr) yon 有 项 点 ac EE Fix (ry). 
在 卫 中 引进 页 点 在 TJ 和 Tae) GJn 处 的 进 . 设 J 为 册 Ja 太 这 
些 边 构成 的 图 ,并 命 G= UsesxoJ. 则 G 为 可 嵌 人 的 Euler 三 图 ,其 
嵌入 可 取得 使 J] 檬 入 到 DD 中 ， 

剩 下 验证 G 是 可 扩张 的 ,这 只 要 定义 满足 定理 7. 4. 6 条 件 的 
等 距 同 胚 有 :J->pG. 取 天 |Js 如 上 .注意 到 pZa*jsx 与 的 的 每 个 反射 
起 平面 交 于 一点 ,对 于 每 个 so py PRT Je 也 可 此 ， 命 | D2ng 
"Ja 在 Fix(z;) 中 的 顶点 . 兰 E 为 了 中 连 zx; 到 xo 的 边 , 我 们 定 六 
h(E J], 中 连 用 到 | 3 的 地， 所 得 到 的 等 上 距 同 及 A:]—* po 即 为 
所 求 的 扩张 ， 口 

定理 7. 3. 15 的 证 明 按 定 理 7. 3.4, 只 要 证 明定 理 7. 3.15 的 充 
分 性 部 分 ,而 按 定理 7.4.10 只 要 证 明 G 是 可 嵌入 ,可 扩张 的 
Eulerz 图 . 这 可 由 定理 ?7.4.8,7. 4.9 和 引 理 7. 4. 12 推 得 . 口 


| 


了 定理 7. 3. 18 的 证 明 


先 证 定理 7. 3.18(b》， 由 推论 7. 3. 10 知 Du。 的 强 容许 子 群 只 可 
能 是 D, ,Di 和 和 1. IL 的 强 容许 性 的 验证 是 平凡 的 ,关于 Da 和 区 的 
又 和 容许 性 结论 ,利用 定理 ?7. 4. 10(a)， 只 要 观察 图 7- 4. 1 中 Euler PD 
和 D, 图 在 及 :中 的 嵌入 就 可 得 到 . 其 余 情 形 ,利用 定理 7, 3. 11, 只 
要 考虑 D, 的 循环 子 群 和 mm 为 偶数 时 D; 的 容许 性 ,而 这 可 利用 注 
7.4. 7 和 定理 7. 4. 10《b) 并 结合 上 述 1 与 DD, 的 强 容许 性 来 验证 . 


{a) 人 fb) 


图 7. 4. 1 在 到 ?中航 六 的 Euler 了 和 Dm 国 

再 来 证 明 ka).1 的 强 容 许 性 是 平凡 的 ,而 二. 的 强 窜 许 性 可 以 
象 人 b) 中 那样 来 证 , 由 定理 7. 4, 10(b) , 只 要 验证 五子 群 ,1<&< 
m; 不 是 强 容许 的 ， 着 不 然 , 有 名 对 称 的 连通 吸引 子 A. 设 上 EA， 
U 为 上 的 吸引 域 中 含 z 的 连通 分 支 . 则 UD 二 A 为 开 .U 中 有 一 条 
会 群 胃 cr,eE 有 ,的 简单 于 曲线 S, 设 eEZ Zi 

断言 SNM pS 卫 作 . 事实 上 ,考虑 民 "\S 的 两 个 连通 分 支 Ci， 
C:, 其 中 C, 合 原点 ,由 紧 性 ,S 上 有 一 点 x 到 原点 的 距离 为 最 小 . 
则 pxoEC, 这 说 明 由 局、 类 似 可 证 SECC 故 S 门 pS 天 好, 断言 
得 证 . 

由 这 个 断言 可 得 A 门 paA 夭 应 ,由 命题 ?7. 1. 10(b) 知 A=pA， 
这 说 明 A 的 对 称 子 群 好 五 ,得 出 矛盾 . 口 


习题 七 
7.1(a) 证 明 由 (1. 2) 给 出 的 集 多 1(S) 和 儿 ,(S) 分 别 是 合 5 


"人 


的 最 小 的 了 道 不 变 集 和 含 于 S 中 的 最 大 的 了 上 正 不 变 集 , 且 满 足 
(1, 3) 式 ， 

(b) 证 明 5791S) 一 岂 CCS) 是 包含 S 的 最 小 的 了 正 不 变 
集 . 

7.2 设 f 是 有 限 维 向 景 空间 处 到 自身 的 连续 映射 ,TEX 使 
多 (tz)) 有 界 .证 明 w(x) 不 能 分 解 成 两 个 不 相交 的 非 空 的 闭 f 不 
变 集 之 并 . 

7.3 设 D. 作用 于 民 宇 CC,w 实 3,S, 为 展 中 过 原点 的 一 射线 ,S 
一 Uen ys 设 多 为 ReNS 的 连通 分 支 的 闭 包 组 成 的 集 族 . 证 明 多 
为 D。 作用 的 一 个 基本 分 解 ， 

?.4 设 世 是 有 限 维 向 量 空 间 ,/,X 一 X 连续 . 证明: 若 存 在 
MM>0 使 当 上 zl 宇 MM 时 ,用 Cz) 省 衬 上 zl ; 则 

(a) 当 ||zxj 六 MM 时 ,序列 州 产 (xe) 上 iEo 单 调 趋 于 无 穷 . 

《hb) 多 /(Bw(0)) 一 {zEXlotz) 非 空 } 为 与 MM 取 法 无 关 的 紧 
集 . 

(c) 了 的 每 个 非 空 极限 集 是 了 不 变 的 ， 

7.5 证 明 注 7?. 4.11(b). 

7.6 证 明 ; 图 G 是 Euler 图 当 且 仅 当 扣 存在 一 条 经 每 条 边 恰 
好 一 次 的 闭路 径 ， 
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